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Ueber den Einfluss, welchen auf die Bewegung eines 
Pendels mit einem kugeiförmigen Hohlraume eine in 
ihm enthaltene reibende Flüssigkeit ausübt. 


(Von Herrn @. Lübeck in Carlsruhe.) 


I: seinen Versuchen über die Kraft, mit welcher die Erde Körper 
von verschiedener Beschaffenheit anzieht“), liess Besse/ einen als Pendelkörper 
aufgehängten Hohleylinder von Messing schwingen, welcher die verschiedenen 
zu prüfenden Körper in sich aufgenommen hatte. Die Beobachtung gab das 
Resultat, dass die Anziehung der Erde allen dem Versuche unterworfenen festen 
Körpern dieselbe Beschleunigung ertheile; die auf Grund dieser Beobach- 
tungen angestellte Berechnung des einfachen Secundenpendels für Königs- 
berg ergab Werthe, welche von 440,8154 parıser Linien nur innerhalb der 
durch die Beobachtung gesteckten Fehlergrenzen abwichen. 

Als jedoch der Hohleylinder mit Wasser gefüllt war, wurde aus seinen 
Schwingungen eine um 0,0318 grössere Länge des einfachen Secundenpendels 
hergeleitet, wobei zu bemerken, dass das Trägheitsmoment des Pendels auf 
dieselbe Weise berechnet war, als wäre ein gleichmassiger fester Körper 
statt der Flüssigkeit im Uylinder enthalten. Dass hieraus nicht zu schlies- 
sen sei, dass die Erdanziehung dem Wasser eine grössere Beschleunigung als 
den festen Körpern ertheile, geht aus den Beobachtungen hervor, welche 
Bessel mit demselben wassergefüllten COylinder an einem um eine Toise 
längeren Pendel anstellte. Die daraus berechnete Länge des einfachen 
Secundenpendels stimmte mit der aus den Versuchen mit den festen Körpern 
hergeleiteten überein. 

Der Grund der Abweichung bei dem kürzeren Pendel wird, wie Bessel 
bemerkt, darın zu suchen sein, dass die eingeschlossene Flüssigkeit durch 
dıe Bewegung des Pendels zu eigenen Schwingungen veranlasst wird, wo- 


*) Abhandlungen der Berliner Academie von 1830. 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIL. Heft 1. N 
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durch ıhr Trägheitsmoment in Bezug auf die Schneide des Pendels ver- 
schieden wırd von dem eines gleichmassigen festen Körpers. 

Die Ursache der in der Flüssigkeit hervorgerufenen Eigenbewegung 
sieht Desse! ın der Centrifugalkraft, welche in den oberen Schichten des 
Uylinders grösser seı als in den unteren. Auch sei die Wirkung der Centri- 
fugalkraft auf die Flüssigkeit bei einem kürzeren Pendel grösser, als bei 
einem längeren, weshalb sich die Abweichung nur bei dem kürzeren ge- 
zeigt habe. 

Mir scheint einerseits die Centrifugalkraft der oberen Schichten 
kleiner zu sein als die der unteren, weıl alle Theile des Pendels dieselbe 
Winkelgeschwindigkeit besitzen, so dass nicht einzusehen, auf welche Weise 
diese Verschiedenheit der Üentrifugalkraft zu einer eigenen Bewegung der 


Flüssigkeit Anlass geben könnte. Andererseits ist jene Kraft durch das 


) 


Product aus Linear- und Winkelgeschwindigkeit gegeben, also, wenn letztere, 
wie es ın der Rechnung geschieht, als unendlich klein angenommen werden, 
eine Grösse höherer Ordnung, welche die Bewegung des Pendels nicht merk- 
lich stören könnte. 

Eine Erklärung für die abweichende Bewegung des kürzeren Pendels 
hat sich jedenfalls auf den wesentlichen Unterschied zwischen einer Flüssıg- 
keit und einem festen Körper, die leichtere Verschiebbarkeit ihrer Theilchen 
zu beziehen. Die relative Bewegung zweier benachbarter Theilchen wird 
abhängen von der Grösse der auf sie wirkenden Kräfte und dem Wider- 
stande, welchen sie ihrer Verschiebung entgegensetzen. Zur Berechnung 
der Bewegung in einer Flüssigkeit ist also die Kenntniss der Kraft nöthig, 
welche zwei Flüssigkeitsschichten an einander verschiebt. Darüber giebt 
die Theorie der Reibung der Flüssigkeiten Auskunft. Demnach wäre es 
angezeigt, dieselbe auf den vorliegenden Fall des als Pendelkörper schwin- 
senden wassergefüllten Cylinders anzuwenden. Durch die eylindrische Be- 


srenzung der schwingenden Wassermasse wird jedoch die Berechnung der 


Bewegungen in ihrem Innern äusserst erschwert, so dass ich es vorgezogen 
habe, gemäss einer mir von Herrn Prof. 0. E. Meyer vorgeschlagenen Auf- 
gabe, das Problem für den Fall einer die Flüssigkeit enthaltenden Hohlkugel 
zu behandeln. Die so gewählte Umgrenzung der Flüssigkeit bietet Symme- 


trieverhältnisse, welche vereinfachende Annahmen gestatten. 
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Die Lösung dieses Problemes bietet die mathematischen Hiltsmittel, 
um durch Pendelbeobachtungen die Grösse der inneren Reibung verschie- 
dener Flüssigkeiten zu messen. Ausserdem werden wir durch die Rech- 
nung zu Resultaten geführt, welche die Besselsehen Versuche auch für den 


schwingenden Hohleylinder zu bestätigen scheinen. 


$. 1. Die Bewegung in der Flüssigkeit wird bestimmt durch Uebereın- 
anderlagerung von zwei Bewegungszuständen. 

Mit Berücksichtigung der inneren Reibung sind für unendlich kleine 

Bewesungen der Theilchen einer ineompressiblen Flüssigkeit die Ditferential- 


sleichungen hergeleitet: ”) 





OU dY) 
‘) — 7 I — { —— /) X 
. O7 O2 
D co? O7 
u. ‘) u vv — — 0 } 
\ / . er OU NS 
fer ed f 
7 ae U ! —— /) L 
» a n 





Hierin bedeuten: /3 das Symbol 


Bi 


o# o* o* 


u nr 


da TayE T 922° 
u, », w die Componenten der (reschwindigkeit des Theilchens x, y, z nael 
den drei Axen: A, F, Z die Componenten der äusseren Kräfte: p den inneren 
Druck; t die Zeit: o die Dichtigkeit: ;, den Üoefficienten der inneren Rei- 
bung: derselbe ıst seinen Dimensionen nach das Quadrat einer Linie. divi- 
dirt durch eine Zeit (die Zeitemheit).”*) 
In Verbindung mit der Continuitätsgleichung 


ou Or Ay 
(2 ) —— _- u, 


Ye: O2 077 ' .» 


reichen die Gleichungen (1.) zur Bestimmung von w, v, w und p aus 


In Bezug auf die Richtung des Coordinatensvstems setzen wir fest, 


Ri Die Angabe der Autoren findet man ın: ©. E. Meyer, Bewegung eines 
Pendels in einem reibenden Medium, Borchardts Journal Bd. 73: Ueber die Reibuns 
der Gase, Poggd.. Ann. CXXV. p. 188. 

“) Stokes, On the effect of the internal frietion of fluids on the motion of pen- 
dulums. Cambr. Trans. IX. Auszug in Fortschritte der Physik für 1850-—51 p. 99 

1? 
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dass die A-Axe die Pendelbahn des Hohlkugelcentrums im tiefsten Punkte, 
dem Coordinaten-Anfangspunkt, berühre, die Z-Axe auf dieser in der Pen- 
delebene, der Richtung der Schwere entgegengesetzt, senkrecht stehe: schliess- 
lich sei die Y-Axe senkrecht zur Pendelebene. 

Dadurch, dass wir als einzig vorhandene äussere Kraft die Schwere anneh- 


men. wird 


X\=0, !Y=0, Z=-— 9. 
Setzen wır 
8) p=o9(la—2)+» 
wo a den Radius der inneren Grenzfläche der Hohlkugel bedeutet, so werden 


die Gleichungen (1.) 


ou : op 
05, =ı Du 
9 EM 0x’ 
Ov , op 
( N oO 4 f ee r 
4) 10H Aa oy 
Iu' Op 
er u 
0 ae O3 


In irgend einem Momente der unendlich kleinen Pendelschwingung 
wird der Ort in der Hohlkugel, welcher zur Zeit ihrer Ruhelage durch die 
Öoordinaten 2, y, 2 bestimmt war, andere unendlich wenig verschiedene 
Coordinaten + dx, y-+ dy, 2 + dz haben, Seine Geschwindigkeitscompo- 
nenten werden nicht die des Punktes x, y, z, sondern u +du, v- dv, 
w-—- dw sein. Da aber diese unendlich kleinen Componenten als stetige Func- 
tionen der Coordinaten vorausgesetzt werden können, sind du, dv, dw 
Grössen zweiter Ordnung. Letztere vernachlässigend, geben wir jenem Orte 
die constanten Öoordinaten z, y, 2. 

Die Bewegung der Hohlkugel kann als eine zweifache aufgefasst 
werden, nämlich als eine in einer Kreisbahn ohne Drehung fortschreitende, 
verbunden mit einer Oscillation um den zur Pendelebene senkrechten Durch- 
messer. Mei die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung der Kugel 


u 


U, die Winkelgeschwindigkeit ihrer Oscillation Z, so ıst Z auch die Grösse 
der Winkelgeschwindigkeit des Pendels, und man hat U=1.7, wenn L 
die Entfernung des Kugelcentrums von der Schneide ist. Beide Geschwin- 


digkeiten sind von derselben Ordnung, wenn L, wie wir annehmen, weder 


sehr gross, noch sehr klein ist. 
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Die fortschreitende Bewegung des Kugelmittelpunkts dürfen wır beı 
unserer Voraussetzung unendlich kleiner Schwingungen als gradlinig in Rich-. 
tung der X-Axe annehmen, weil während der Schwingungen seine Erhebun- 
gen über dieselbe stets Grössen höherer Ordnung bleiben, welche die Com- 
ponenten ı, », w nicht merklich beeinflussen können. 

Die gradlinig fortschreitende Bewegung würde, alleın vorhanden, jedem 
Theilchen eine Geschwindigkeit geben, deren Richtung in der durch das- 
selbe und die A-Axe gelegten Ebene läge. Auf der Peripherie eines zur 
ÄX-Axe senkrechten Kreises, dessen Mittelpunkt ın der Axe, würde diese 
Geschwindigkeit überall dieselbe Grösse und gleiche Neigung gegen die 
X-Axe haben. 

Die Osecillation der Hohlkugel um die Y-Axe würde, wäre sıe alleın 
vorhanden, jedes Theilchen zu einer Bewegung längs der Peripherie eines 
um einen Punkt der Y-Axe beschriebenen, der XZ-Ebene parallelen Kreises 
veranlassen, der Art, dass alle auf ıhm befindlichen Theilchen zu gleicher 
Zeit gleiche Geschwindigkeit hätten. 

Aus diesen beiden Bewegungszuständen dürfen wir durch Ueberein- 
anderlagerung die Bewegung in der Flüssigkeit zusammensetzen, welche die 
Pendelschwingung hervorruft. Gedachte Methode, welche die Gleichungen 
(4.) wegen des linearen Vorkommens von u, v. w und p gestatten, erleich- 
tert die Berechnung dieser Functionen, welche mit grossen Schwierigkeiten 
verknüpft wäre, wollte man sie wie in einem Gusse herstellen. 

Demnach haben wir folgende zwei Aufgaben zu behandeln: Zu bestim- 
men die Bewegung der Flüssigkeit in einer Hohlkugel, welche mit unendlich 
kleiner Geschwindigkeit 

l. ohne Drehung gradlinig hin- und herpendelt, ”) 
‘2. um einen festen horizontalen Durchmesser oseillirt.””) 


*) Diese Aufgabe hängt eng zusammen mit der bereits erwähnten Abhandlung 
von 0. E. Meyer, Borchardts J. Bd. 73. Aus derselben ist die Differentialgleichung (7.) 
entlehnt. Die Functionen des Radius r und des Winkels 9 sind jedoch in anderen 
Formen, welche in Rücksicht auf die Constantenbestimmung des vorliegenden Problems 
Vortheile bieten, gewählt worden. 

.... ”) Der Einfluss einer in eine Hohlkugel eingeschlossenen Flüssigkeit auf die 
oscillirende Bewegung derselben, ist von den Herren Helmholtz und v. Piotrowski theoretisch 
und experimentell behandelt. (Wien. Ber. XL.) Ich habe aber vorgezogen, die Bewegung 
ın der Flüssigkeit durch Functionen zu bestimmen, die mit denen der ersten Aufgabe 
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$. 2. Integration der Differentialgleichungen für die Bewegung der 
Flüssıgkeit in der Hohlkugel, wenn diese ohne Drehung gradlinig hin- 
- und herpendelt. 


Die Entfernung eines Flüssigkeitstheilchens vom Kugelmittelpunkt sei r, 
der Winkel zwischen dieser und der positiven A-Axe ku p seı derjenige 
zwischen der Projecetion von r auf die FZ-Ebene und der Y-Axe. 


Alsdann ıst 


(5.) 2=1rc0sd, y=rsin$cosg, z=rsin sing. 


\ 


Bezeichnen wir mit q die Geschwindigkeitscomponente eines Theilchens 
Richtung der Projeetion von r auf die FZ-Ebene, so sind nach den 
ın $. 1 gemachten Bemerkungen über die Symmetrieverhältnisse in der 
Flüssigkeitsbewegung, wenn die Hohlkugel sich ohne Drehung gradlinig 
bewegt, % und q die einzig vorhandenen, von y unabhängigen Componenten 
der Geschwindigkeit. Die Gleichung (2.) liefert den Zusammenhang von 


u und q, nämlıch 


im j cos 3owWw | i gr 
£ —rsmsir 9 BER art 
. ) = l 7 sin Fo VER us N 

rsnYy\) r 04 . Ir)" 





Für die Function w findet man nach Elimination von v» aus der 


ersten und zweiten (oder dritten) Gleichung (4.) die Differentialgleichung 


vierter Ordnung 


ar i low 


#5 | id au 7) 
x 7 es | La Ü „2 Ay, 
j 7 ER | ).® r . 
worin „ = der sogenannte Reibungsindex und 
‘ “ 
Oo? 1.99 ctgY9 0 
i.._. — d y2 De ei y2 d 42 r?2 N 4 - 


möglichst zusammenfallen, als die der Helmholtzschen Abhandlung zu gebrauc ;hen. — 
In der Abhandlung: „Ueber die Bewegung einer Kugel, welche ın einer reibenden 
Flüssigkeit um einen senkrechte n Durchmesser als ; feststehende Axe rotirend schwingt,“ 
Programm des städt. Gymn. zu Danzig 1566, giebt Herr Lampe die in $. 4. enthaltene 
Differentialgleichung (39.), deren Lösung mit anderen Functionen als den hier gewählten 


ausgeführt ıst. 
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Nach der von Herrn ©. E. Meyer“) angewandten Methode ergiebt 
sıch als allgemeines Integral dieser Gleichung 
y_—= y, == Wo, 
n+1 H — /2 2% 


(8 A I. = > (A Ha . FO, .) | r + 5 ' e / 


9 oO 
).? FR | 


en (b 8, r G On) | (A, .r K. R; 7 





re n 1 . ... 
Hierin sind r"* und — Lösungen der Differentialgleichung 
’ - 
PR Fr .rord; 
(9.) > 5 N 
während 
BE ("—+1)n R—1g (n+I1)n(n—1)(n — 2) 1 
), „ Ze 608 ne GOR | -— cos I 
Fre TIIA—-2In)@— In)” 
+ DR YDR-IR-Ian— N gang 
10, 2.4-6-(1— 2n)(3— 2n)5—2n) | a 
),) 
a Bey n(n—+1) (n+2) ı n(n+ 1)(r + 2)(n--3) inte ı 
O,,2= 008 I 500,23) °08 IH 54H Lan 3 
n 2 l)(n +2)(n +3) (n +4) (n —+ 5). (n +6) 
os F 
r 4.6(2n+3)(2n+5)(2n-+7) u ” 
der Gleichung 
9 nl Nn— 1) 
. e 
(11.) 35 (am: +99 pn sin 4 
genügen. Endlich sind 
A? ry?2 )% r* 


_—_mA+1 Pin s 
Ar IE BERITES TEN 


167 
2.4. 6(2n+ DORF Nn—+- an pP 
1 Ar a. 
Aal mtr ESLRICHER 


)6 y6 


— 5 rt! 


(12.) 





die beiden Intergrale von 


8) SET En, 


or? 


A, F, H, B, G, K, sowie n und i sind durch die Bedingungen des Problems 





*) Borchardts Journal, Bd. 73, a. a. O. 
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zu bestimmende Constanten, die Summenzeichen erstrecken sich über alle 
zulässigen Werthe von n und 4. 
Zur Kenntnis der für n zulässigen Werthe gelangen wir wie folgt: 
Aus (6.) folgt, dass für I —=0, 
ar au 
|). — ==() 
or 04 
sein müssen, wenn % und q für jene Werthe von $ nicht unendlich gross 


P . . . . . tu 

werden sollen. Die zweite dieser Gleichungen wird wegen des in = stecken- 
- 5, 

den Factors sin $ von selbst erfüllt. Damit auch die erste Gleichung für 


jeden Werth von r befriedigt werde, müssen für $=0, r die Gleichungen 
(14.) A In + F@;. = 0, BOn + (7 Ion ne 0 


bestehen. Nun ıst 


ee A ee 


int 2 .4(1—2n)-3— 2n) ai 
_ — 22 — 2) 3) Rn — Hr —5)(n —6)-- 


2.46. +. (1 —2n)8—2n)5— 2n).:- 


n % +) , ra +d)DRa+9dn+ 4 
T2@n-+3) Bu > 4(2n+3)@n+5) 7 


60 a +I)R+HdR+I) KR +6) + a 


4.6: > .2Zn+3)2n+5)(2n+7)-- ; 
In (n) an (— Dom MO), Ian lt) = (— L)* In (0); 
also müssen die Gleichungen 
AQ,„(0) + F6,, (0) = 0, 
B9 (0) + @ 9%, (0) =) 


(1 9.) (0) —— 





oder 

9, „(0) = B6,.(0) = F0,.(0) = @9,,.(0) = 0 
erfüllt sein. — Nach (15.) verschwindet 9,„(0) nur dann, wenn n eine 
der Zahlen 1, 2, 3, 4---, dagegen 9,,„(0) nur, wnınn=—2, — 3, —4:-- 


Für andere Werthe von n verschwindet weder 9,„(0) noch 9,,„(0), so dass 


für solehe n A=B=F—=G=-0 zu setzen; d. h. für n sind als Werthe nur 


die ganzen Zahlen (von — © bis +») statthaft, mit Ausschluss von 0 
und — 1. 
Wenn n =1,2,3---, muss F=G=0 gesetzt werden; wenn n = 


— 2, —3, —4..,4A=B=)0. 
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Auf Grund vorstehender Ermittlungen setzen wir an Stelle der beiden 
letzten Gleichungen (8.) 


2: I 12., 
= Myitız F &, „(r"* + -i ey’ 
y® ” * 


n—=—2,—3,—4. 


jr: zu >| Alr”* 
(16 ) n—=1,2.3,4... 

. ” r — 12,3 
I.=xB OB tKR, Je "+ EG, (Bunt KV Runge 7, 


n—=1,2,3,4 .. .' n—= —2,—$, 
welche noch weiter vereinfacht werden können. Setzen wir nämlich 
n=—rv—-lin den zweiten Theilen von ı, und ı, so bedeutet » eine der 


Zahlen 1,2,3--.. Man überzeugt sich leicht, dass 





G; == I, 
" a Be ar 
„ri. tr + 
7 , v— l. 2.3--- 
A, , == R;,, , I. R, 


Daher dürfen wır zusammenfassend statt (16.) schreiben: 


lv —= 5A Or" +3) e Y | 
n=1,2,3... \ 


(17.) Zi 
lv. — EBQo,,(R.+ KR, er". 


n=1,2,3.. 
Da ferner die Geschwindigkeit ım Mittelpunkt der Kugel nicht unend- 
lich gross sein kann, müssen nach (6.) fürr—=0 


oYv 0 aw 


— oa —=— 
Ir ’ Ö w; 


sein. Hieraus geht hervor, dass = K==0 zu setzen und demgemäss 


e=1,2,3.. 


un 1 u IKEIEE; 
I" — ySA0,r"*e di 


(18.) u 
Ir. = zBo,R,e"r*t 


= 1L2.3... 
worın abkürzend 
(19.) ©, statt 9,„ und A, statt R,„ 


geschrieben ist. *) 





*) Den Zusammenhang der durch die Differentialgleichung (11.) bestimmten 
Functionen © mit den Kugelfunctionen hat Herr O. E. Meyer in seiner Abhandlung „Ueber 
die Dowogung einer Pendelkugel in der Luft“ Borchardts Journ. Bd. 75 nachge- 
wiesen. Bezeichnet /* (vus%) dic Kugolfunctivu n‘ Ördnung, so ist die in (10.) 
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8. 3. Einige Eigenschaften der Functionen ©, und A„ Grenz- 
bedingung für r=a. 


Für späteren Gebrauch stellen wir einige Relationen zwischen den 


Functionen in $ und r zusammen. 

n und n seien zwei verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3--- 
Multiplieiren wir mit ©, die Differentialgleichung (11.), mit ©, die ent- 
sprechende für @,, so ergiebt sich, wenn man die durch Subtraction der- 


selben entstandene Gleichung auf beiden Seiten zwischen 0 und 7 integrirt: 


)@ Od 9 " "9, 
: Ag... os o,)| — In +1) —n(n-+ Dı/ Bi. 8. 
V0 V0 





sınJd \O4 sın 
a a . ee az 0 9, 909, 
Nach (15.) verschwinden 9, ©, für = 0,1: 7, 3, aber be- 


stehen aus je 2 Factoren., deren einer sın$ ist, während der zweite für 
j | 
40, rn endlich bleibt. Folglich ıst 


(- 
(20.) E = "dI$—=0 nZzn. 


sın 


Bezeichnet man mit A, die Function, welche nach Ersetzung von A 
durch A aus A, entsteht, mit (13.) die gleichzeitig aus (13.) entstehende 
Ditferentialgleichung, und bildet die Differenz A, (13.) — AR, (13.), so er- 
giebt sıch 


nt nu FEN SE - 


und durch Integration nach r zwischen den Grenzen r=(0 und r=a: 


u en r "a DR. 4 OR, F 
(21.) (1° — 1°) F R, R, dr = 157 a Br | 


0 


IR 





aufgeführte Function 














1.2.3. ..(n—]) 
I, = (cost) dY 
i 1-3-5 nf ac 
_1+2-3.+-(n— 1) dP* (cosH) 4 
1.3.5... (2n—]) dx i 
l dw, 1 ow, 


5 und ——-— ——- sind also als Kugelfunctionenreihen dargestellt, ein Boweis 
sıny O4 sıny 94 
für die Convergenz der von uns gewählten Entwicklung. 
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Ferner überzeugt man sich leicht, dass 


OR, n— 1 | 2° 
(22.) Br u R„-+ 53 ur = 


Differenturt man diese Gleichung nach r, so findet man mit Berücksichtigung 
von (13.) und (22.) 


Ru zı 


22 
(23.) HE u; (2n+3)(2n +5) Rn 0, 





eine Recursionsformel, durch welche man A, durch die beiden trigonome- 


trıschen Functionen 


(24) = : sınr), R_,=cosri 


ausdrücken könnte. 
Schreiben wir ın (22.) n—+1 statt n und setzen den daraus erhaltenen 
Werth von R,,s in (23.) ein, so wird 


(25.) 2n+3)R,= wurd. Rx + a. 





Für r=a haben wir die Grenzbedingungen 


a), EW- u) 
6) | 
(57), = — E1e 


wo überall der einer Grösse angehängte Index a den Werth derselben für 
r=a, also u, und g, die Werthe der Geschwindigkeitscomponenten eines 
der Wandung anliegenden Flüssigkeitstheilchens bedeuten. E, der Coeffi- 
cient der äusseren Reibung, ist seinen Dimensionen nach eine Länge, divi- 
dirt durch die Zeiteinheit. 

Die erste der Gleichungen (26.) zeigt, dass 


_— 12,? 
27.) U=2iLDe"?7" 
sein muss. 
Setzt man die Werthe von u und g aus (6.) in (26.) ein, so ergiebt sich 





O9? ı 193 w ‚Iw = er 
€ Dr? a) +), Se Vesin I. 
1 92 2 dw 1 ow 
y 7 rd = 53), + (5 59), —=aU sin cos 9, 
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worin zur Abkürzung 
28.) ——e 
gesetzt ıst. 
Im Falle die Flüssigkeit die Wandung benetzt, wird E=w, .:=(. 
Da die eben aufgestellten zweı Gleichungen von der Function w, 


unabhängig von der Grösse des Winkels 9, erfüllt werden müssen, 


und weil 


9, = — sn", 0,= — sın" *cos4, @, = sın? 9 (; — (os +) ete.: 
so haben wir mit Rücksicht auf (27.) die folgenden Bedingungen: für n — 1 


[2 Aa+B[ #(@—R)+ 5°] =—aLlD, 


(29.) ei? ] 
E Aa-+2B [& —;, Rj=—.aLlD 


und für n>]1 


Anl): (n— a ge a "+ Bl: ar u RE; BETEN “) R, | 


; 1 2? 
(30.)} nr R, .. Band —=U, 


A t (n — 1)a” + at\+Ble Ei R, — Fe Ruuı]+ R, zum 





Die letzten beiden Gleichungen können, ohne dass A=B=0 gesetzt 


wird, nur nebeneinander bestehen, wenn 
31) 2Zn+3)seah,(aa=[n+2):—a] R,,. (a). (n>]1) 


Diese Bedingung fordert, dass alle zu einem n >]1 gehörigen A 
Wurzeln der Gleichung (31.) sind. Setzt man den Werth eines daraus be- 
rechneten A ın eine der Gleichungen (30.) ein, so hat man das Verhältnis 
von A und 5 für das System n, A gefunden. Der Werth von B ergiebt 
sıch durch den Anfangszustand der Flüssigkeitsbewegung. Zur Zeit ?— 0 


sei y als eine gegebene Function # von r und 9 bekannt, so dass 


(32.) = 20 (Ar"*'+ BR... 


a 
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In Folge von art ist 
A ©, — =, G, 7 21(Ar"+'+ BR,) 


3 
und nach (22.) 


"ati. 87 ds ’ 1 
4 Ferien u Zu -/' ze sin$ 2n+3 BE Rayı 





Die Gleichung (31.) lässt sich durch (25.) transformiren ın 


ORarı l ] 
Ta) Bar (0). 


Sind A und 4 zwei Wurzeln dieser Gleichung, so ergiebt sich durch ıhre 


letztgeschriebene Form: 


ern Ru] =0: 


or 


und wenn #°?< 4”, so zeigt (21.), dass 
’a 
Farin 
v 


Daraus folgt, dass das zu einem bestimmten n und 4” gehörige B 
gefunden ist, durch die Gleichung 


a) SS CHR) Ga anıdr= 


sını 


Bi? Knond 
Test On Om / a 5 


Durch diese, sowie durch (30.) und (31.) ist der Theil der Flüssig- 
keitsbewegung, welcher von der Hohlkugel unabhängig ist, vollständig be- 
stimmt. Wird angenommen, dass Anfangs die Flüssigkeit in Ruhe war, 
also #=(, so verschwindet jener Theil der Bewegung in allen seinen Termen. 

Den für n=1 aufgestellten Bedingungsgleichungen (29.) lässt sich, 
falls 5 nicht gleich Null sein soll, nur dadurch genügen, dass man setzt: 

(31°) 5eaR, (a=(3e.— a) R, (a). 
Diese Gleichung, welche identisch wird mit (31.), wenn man in 


. . Y .qg. 2,324 
letzterer n = 1 setzt, bestimmt die Werthe von 2? in U=LD.: 


und führt ın derselben Weise. wie (31.), zur Kenntnis von B fürn=1 
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Die Gleichung (33.) liefert diese Oonstante, wenn man in ihr n=1 setzt; 
sie wird gleich Null, wenn das Integral linker Hand verschwindet, was 


z.B. für 7 = (0 stattfindet. 


Wollten wir die Gleichung (31°.) annehmen, so dass B durch (33.) 
für n = 1 bestimmt wäre, so reducirten sich die Gleichungen (29.) auf eine 
zwischen den beiden noch unbekannten Grössen A und D. Nehmen wir 
nun der Einfachheit halber an, es sei die Pendellänge L so gross, dass wir 
von der Öscillation der Flüssigkeit und der Hohlkugel um den zur Pendel- 
ebene senkrechten Durchmesser absehen könnten, als von einer unendlich 
kleinen Grösse zweiter Ordnung, und denken wir uns die der Gleichung (57.) 
des $. 5. entsprechende Differentialgleichung für die Bewegung des Pendels 
aufgestellt, so würde dieselbe, A und D als einzige Unbekannten enthaltend, 


mit (29.) zusammen zu deren Kenntnis führen. 


Die Constanten D und 3°, welche dıe Function U zusammensetzen, 
würden, da die Grössen der anfänglichen Geschwindigkeit und Ablenkung 
des Pendels in der Pendelgleichung (57.), ebenso wie ın der Function # 
nicht enthalten sind, unabhängig von diesen bestimmt sein, d. h. die Pen- 
delbewegung würde in allen Versuchen, bei denen die Anfangsgeschwindig- 
keit in der Flüssigkeit immer durch dieselbe Function # gegeben wäre, 
stets genau dieselbe sein, wie gross auch die anfängliche Geschwindigkeit 
und Ablenkung des Pendels sein mögen. 


Beispielsweise müsste, falls #= 0, das Pendel vollkommen dieselbe 
Bewegung haben, gleichviel ob es eine Anfangsgeschwindigkeit und Ablen- 
kung hatte, oder nicht. 

Die Gleichung (31°) darf mithin nicht bestehen, vielmehr ıst D=0 


zu setzen, so dass nach (29.) 





fürn=1 
— zı,;LDr sin? e= *°7 er 


= = 0,,Ar'*'+BR,)e Fr 


n—2,3,4. 


und nach (6.) 
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. > N ( 7 ‚l ,l 
’ BEL r 1 peeeen . 0 du] 
“ i E 
u= Di LDe IH —— 4 — + sın 4 —— |, 
ham‘ rsinYl r 89 "dr 
1 sınd Oyıl 9 21 
Alessi ya De More q ae COS u. 
q rsın + r 04 . or 


Hieraus folgt 
(34.) uU, U, Ga =— 0, E(U— Uu) ==() - E Pi 0. 

d. h.: Die in der Hohlkugel eingeschlossene Flüssigkeit kann die Bewegung 
derselben weder verlangsamen, noch beschleunigen; sie verhalt sıch in Bezug 
auf die gradlinige Pendelbewegung, wie ein gleichmassiger fester Körper. 
Falls die Flüssigkeit keine Anfangsgeschwindigkeit besass, hat jedes Theil- 
chen in ihr dieselbe Geschwindigkeit wie die Kugelwandung. 

Aus (4.) folgt für y 
op oU ,Ox op 

ei, a A 


35.) 7 u 07 5) on 
(95.) (3% j ‚9 Oya O2J/a 

Der Drucküberschuss an der Wandung der der Gleichgewichtslage 
abgewandten Hälfte der Hohlkugel ıst eine Trägheitsäusserung der einge- 


schlossenen Flüssıgkeitsmasse. 


$. 4. Die Bewegung, welche die Oscillation der Hohlkugel um den zur 
Pendelebene senkrechten Durchmesser in der Flüssigkeit veranlasst. 

Ausgehend von den Gleichunger- (2.) und (4.) und von der Voraus- 
setzung, dass sich jedes Theilchen ın einer zur Pendelebene parallelen Ebene 
bewegt, der Art, dass die Geschwindigkeit aller Theilchen auf der Peri- 
pherie eines zur Y-Axe senkrechten Kreises, dessen Mittelpunkt in ihr, 
gleich und gegen den nach dem betreffenden Peripheriepunkt gezogenen 
Radius gleichgerichtet ist, weisen wir zunächst nach, dass die Bewegung 
nur längs der Peripherie jenes Kreises stattfinden kann. Durch die Sub- 


stitutionen 
(36.) = w(oSy, 2 = wsiny 


und dıe daraus hervorgehenden: 


uU = 200847 — wsiny .5, 

v——(, 

u = zsıny —+ wCOSy .£, 
__du . dy 


A — 1777, u w 
dt’ 5 dt 
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16 
geht (2.) ın 
0% 4 
017) er 
iiber, woraus 
const. 
ii = 
() 


folgt. Da die Constante nur von y und t abhängig ist, müssen wir, damit auf 
der F-Axe die Componente z (für » = 0) nicht unendlich gross werde, 


“ und nach (4.) 


x ==() setzen. 
w=WwcCOSsy.Ss 


const. = 0, also 
Dadurch wird u = — wsıny . 5, 


O8 8°5 O5 
win lo + tea tn 


Op 











eWSsIny F; 
ap 
0 = dy’ 
BE BE o.85, 22H p 
OWEOSX 5, == NC08X on. +9 ur m 57 


Somit ıst 
) A 
SP _ % cosy +2? ‚any 





du dx 
und 
BB 8 RE 928 l dp 
00 = on. +3 u 9a + 7 


in j 2 
Auf Grund von (2.) und (4.) ıst Ap = (0, also Fu —(. Daferner 
3 9° ap. Ä 
I u u folgt, dass “ eine von den Coordinaten unab- 


aus ——— — 
” 00.94  Oy-OyX 
hängige Constante sein muss, und weil in einem Punkte der FY-Axe p nur 





En 
einen Werth haben kann, ıst ie 0. Daraus geht hervor, dass 


' Op mE; op 
(37.) Be Oy 2 Be V 


und nach Einführung der Substitutionen 
(38.) y=[r.0c0s6d, w= r.sind 
die zu integrirende Differentialgleichung ist 
8?5 , 495 | 3ctg6 85] 
ist; + r2 90° 72 r»” 096]' 


‚9 95 __ 
(39.) Be 
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Setzen wır 
.- PR l — rn” 4 p AN > \ Let A? . 
(40) 5-7 ZU Zn t+B23.)(6 Ra R,.) € er 
so sind AR,„ und 2R,,„ die uns aus den vorıgen Paragraphen bekannten 
3.) genügen, während 


welche der Gleichung 


Functionen, 
j A n—+-1l)n—]).. (n +1) (n — l)’(n—3) : „5 
Iz, — sın" 4 *s -sın""4-+- sn" 9 
n 31 —2n) 24 (I—2n)8—2n) 
(+) — 1)? (rn —3)?(n—5) .: : n 
a ri 70, ae FT Ti Ve | 
(41.) n(n +2) + 2)? - 
Z.. sine +2) n-erng rat Dat) 
Eu, = sin O+ y03..123) sın I; On LNOnL 5) in 7 
n(n + 2)?(n +4)? (n +6) . 


T 546 (in F3)@n+5)On+rTn‘ 


(n+3) 2 r 





particuläre Integrale sind von 


hl 5; 
42) (5, in#)=(1—n)2+ 


N) Z sın?®. 
r Einfachheit halber mit denselben 


Die Constanten n und 4 sind de 
lie entsprechenden Grössen der vorhergehenden 


Para- 


Hand mit jenen ın 


Buchstaben wıe 
graphen bezeichnet worden, indes sollen sie vor der 
keinem Zusammenhang stehen 
“s unendlich gross werden. 
Bla vesetzt 


Für keinen Werth von # darf 
Wenn für rn eine der ungraden positiven Zahlen 1,3, 5 
wird, bleibt 7, „ für = 0, a endlich, dagegen wird ın diesem Fall Z, „gleich & 
0 zu setzen. 
n eine der graden negativen Zahlen — 2, — 4, — 6, 
für d=0, n alsdann Z,, 


und ıst daher 
BL. DR 


Wenn für 
bleibt Z,, endlich, 
U ==0 zu setzen. 

würde /,„ und dadurch & in der Nähe 


dagegen wird 


gesetzt wird, 

gleich © und ist daher 
Im Falle rn = 1,3,5,7.--- 

des Mittelpunkts (r = 0) unendlich gross werden, wenn nicht 

—= —2, — 4, — 6b, — 8--, hat man & = zu setzen, 

würde, ındm A,.„=”» fürr=0. Man 


D==(, 


Wenn aber n 
unendlich gross 


weıl sonst & 


hat also: 
—42,? : ] ° r = 1 2,2 
= rUZuR,e HEEBZR,EeT"N:, 
135,7... a Ye TER or Soon j 


Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft ı. 
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oder indem man die bereits oben an Gleichung (16.) angebrachte Verein- 
fachung auch hier vollzieht, 


43) sl z2UZ,R,e-"7' 


bo} 
I a=135... 


wenn zur Abkürzung 
(44.) Z, statt Z,„ Zt. statt Ru. 


geschrieben wird.*) 
Als Grenzbedingung gilt für die Wandschicht der Flüssigkeit 


: OS pp 
(45.) N ( Ir Fu E(Z—:,)'”) 


wenn Z die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die Hohlkugel oscillirt und 


das Pendel sıch bewegt, bedeutet. Da nun Ü=L,.z, also 

(46.) = mDer#r*! 
und (45.) unabhängig von der Grösse des Winkel @ erfüllt sein muss, so 
folgt, dass fürn —=1, da Z =1, 

2 ) 
47) @D=WUR(1—)+: OR, 
| r ’ Or I, 

und wenn n >] 


43) 0=|R(1 —)+e3 


or 


Mittelst der Gleichung (47.) ist A für n = 1 durch D bestimmt, 
während (48.) die zu n > 1 gehörigen 4 als ıhre Wurzeln liefert. 


”) Es ist für ganzzahlige ungrade Werthe von n 
n—1 
BER 2, 2.4.6... N) 1 F pnrans 9l8 
iun=(-1) (n+Y(n +4)...(2n—1) zul P*(cos 6) sin® d © 
V 
n-| 
BR, 2 2.4.6...n—1)) ı d P* (cos 6) 
n(n+2)..@n-)sin6 dd 


also ist / X sin® d6 als eine Kugelfunctionenreihe dargestellt. 


UV 

*) lm vorliegenden Fall ist die Grösse der Reibung nicht dem Unterschiede 
der Lineargeschwindigkeiten r{, sondern dem der Winkelgeschwindigkeiten & propor- 
tional zu setzen. Ist letzterer für zweı benachbarte Theilchen Null, so findet zwischen 
ihnen keine relative Bewegung, also auch keine Reibung statt. Cf. Lampe, a. a. O. 
p- 4. in der Anmerkung. 
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Die Constante U für n > 1 berechnet man aus der Winkelgeschwin- 
digkeit, welche zu Anfang des Versuches, zur Zeit = 0, jedes Theilchen 
hatte. Dieselbe sei gegeben durch die Function 


(49) S=EUZ, R, 


w=.3,9.. 
Die für Z, aufgestellte Gleichung (42.) multiplieiren wir mit Z, und 
ziehen von ihr ab die ihr entsprechende für Z,, multiplicirt mit Z,. Nach 


Integration zwischen O0 und zr erhalten wir 
(i—n)(2+n)—(1—n)(2 +n)]./"Z, Z, sın?0d# 


insg (2 P oZ 
=| sin er 7 


7) =®. 


also | 
(50.) / Zul sın’9d9=0, wenn n>n. 
Auf Grund von (21.) und (48.) folgt ferner für n >1: 
/ "R,R,dr =V0 >. 
mithin 


(51.) fs Z, sn’#d# R, dr =W f* R, R, dr. FR Z. sın?d d4. 


wodurch das zu der Oonstantencombiation 2 und n (1) gehörige U be- 
stimmt ıst. 

Die Gleichungen (47.), (48.) und (51.) zeigen, dass die Oscrllation 
der Hohlkugel um den zur Pendelebene senkrechten Durchmesser die eın- 
geschlossene Flüssigkeit zu Oscillationen ın gleichem Sinne veranlasst, so 
zwar, dass die Winkelgeschwindigkert derselben auf einer mit der Hohlkugel 


concentrischen Kugeljlache dieselbe 1st. 


$. 5. Die Differentialgleichung für die Bewegung des Pendels. 


Abgesehen von dem Widerstande, welchen die Bewegung des Pendels 
in einem umgebenden Medium findet, wirken drei Kräfte bewegend auf 
das Pendel: die Schwere, der Druck der Flüssigkeit auf die Hohlkusel- 
wandung und die Reibung zwischen letzterer und der Flüssigkeit. 


Unter der Annahme, dass der Schwerpunkt der Pendelmasse m,, ın 


o% 
02 


N 
Ei 
RE 
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welche die Masse m, der Flüssigkeit in der Hohlkugel nicht mit eingerech- 
net sein soll, in einer Entfernung / von der Schneide auf der Geraden liegt, 


welche man durch den Mittelpunkt der Kugel senkrecht zur Schneide zieht, ist 
(52) — mlgW 
das Moment der in die Richtung der Pendelbahn fallenden Componente des 


Gewichtes, welches die Pendelmasse bewegt. W bedeutet den momentanen 


FINE so dass 


ot \ 
(53.) ak 
3° W a Vu 
an un BE FI 7 a 2 a SE 3 
Ta Si Di, R Ed A2y2 


Die nach den drei Axen geschätzten Componenten des auf die ganze 


Hohlkugelwandung wirkenden Druckes sind nach (3.), (35.) und (37.) 
ga 4 (d—sin$sing)sin$cos$dIdy + «a m & p,sin$cosYdIdg, 


09a Ti gr (1—sın Ising)sin’Fcospydydy-+ « 7 F "p,sin? 9 cosydIdg, 


09 ef i fa—sin Ising)sin®F+sing dydg+a/ / P,sin’9singdsdg*). 
o hr 9 rn) 


Durch partielle Integration der zweiten Theile dieser Componenten 


findet man mit Berücksichtigung von 


op us o:W 
PR ) = ( sıN 9.0-L Apr 
als Werthe obiger Integrale 
dadı „02 W o?W 
07,155 =—mLI= 
(54.) - 0 +0 
4a? rı 
— - 3 0y=—=—- Med. 


Die vermöge der Reibung zwischen der Flüssigkeit und der Hohl- 


kugelwandung auf letzteren wirkenden Kräfte bilden Kräftepaare mit der- 


*% $ und @ sind die ın $. 2. Gl. (5.) einreführten Coordinaten. 
J « g 
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selben Axe. dem zur Pendelebene senkrechten Durchmesser. Ihre Summe 


ıst ein Kräftepaar mit dem Hebelarm ?«@. dessen Moment 


aXK—=2 Ea!(7—;,) f’ ie sın’ddddy; 
(55.) __ 8a 7 at @* 


n ) 
Si um 6) BR 77 et 
3 or ), 2/ F ); 





und welches die Öscillationsgeschwindigkeit Z der Hohlkugel zu verlang- 
samen strebt. 

Unter der Annahme, dass die Mittellinie des Pendelfadens durch das 
Kugelcentrum geht, geben wir dem Kräftepaar eine solche Lage, dass sein 
Hebelarm 24 den in jene Mittellinie fallenden Durchmesser deckt. Alsdann 
wirken am Pendelsystem in den Entfernungen L— a und L-+a von der 
Schneide zwei gleiche und entgegengesetzte Kräfte X, deren erste die Rich- 
tung der Geschwindigkeit der ın der Pendelbahn fortschreitenden Kugel 
hat. Sie lassen sich an dem System durch eine ım Kugelcentrum angreı- 
tende, der fortschreitenden Bewegung entgegengesetzte Kraft ersetzen. 
deren (rrösse 

22 Zas 
(56.) — 7 

und deren Moment ın Bezug auf die Schneide 
— Var. 


Schliesslich sei das Trägheitsmoment der Pendelmasse m, in Bezug 
auf die Schneide m, (k? +7). Dann wird auf Grund von (52.), (54.) (55.) 
und (56.) die Differentialgleichung für die Bewegung des Pendels: 


92W e r \ı 2 
ri Im, (+7) + m; I) +9 W (m, + m, L) + 2a m, y° 


08) = (), 


OY/a 


.. r . a O2 W Dur m 
Es könnte befremden, dass in dem Factor von Ti das Trägheits- 
( ) 


4 
Ms @, 


sin 


moment der Flüssigkeitskugel in Bezug auf den Durchmesser, + 


o Be.» n ) 
tehlt. Das Glied 2 m, a? 575 Ist ım vorliegenden Falle, wo eine reibende 
( 


Flüssigkeit an Stelle eines festen Körpers die Hohlkugel erfüllt, durch 


>) = < . . . . 
2am, \3,) ersetzt, und wenn y’= 0, d. h. wenn die Flüssigkeit als eine 
a 
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vollkommene, nicht reibende, angenommen wird, verschwindet jenes Glied. 
WORTE existirt aber keine Bewegung $ in der Flüssigkeit, weil dann nach 


(39.) : E —_ ), also 5=0. Eine vollkommene Flüssigkeit bleibt bei der 


Rotation der begrenzenden Hohlkugel, die äusserste Wandschicht abgerech- 
net, welche durch etwaige Adhäsion (Reibung) an der Wandung zum Mit- 
schwingen genöthigt sein könnte, vollständig in Ruhe; schon die zweit- 
innere Schicht kann durch die äussere, wenn „=0, nicht mehr bewegt 
werden. Es muss demnach, weil in diesem Falle keine lebendige Kraft zu 
einer rotirenden Bewegung der Flüssigkeitskugel verwendet wird, das Träg- 
heitsmoment $m,a” in obiger Gleichung fehlen. 

Nach Einführung der in (53.) angegebenen Werthe wird aus unserer 
Pendelgleichung 


R OR, d* 























— nn BR 
r 1m? 9 b FR 2cy? ar 
67) pt ipa- — |} 
. F a R,+e En .. 
n Or Ks a ® 
worın 
"RR m,i-+-m;, L 
- ml Hl) +m,L* 
(58.) 
OR Mm, a? 
m, (k* +12) + m, L? 
Die in den Termen von £, deren r = 1, enthaltenen 4? müssen Wur- 


zeln von (57.) sein. Sie sind identisch mit den in Z enthaltenen Con- 


stanten 4%. 


$. 6. Berechnung der Gonstanten D. Discussion der Gleichungen 
(31.) und (48.). 


Durch Multiplieation von (57.) mit (47.) ergiebt sich 
| : g 5b 2cy 2 
(59) @D(Ryf+4:,)= 24; 1 |. 


Multiplieiren wir diese Gleichung mit der für 4” aufgestellten Gleichung 
(47.), nämlıch 








@D=WR+e(—R)}, 


so finden wir 








> 
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a ‘DD(# y +7 _ = »r ge ae. R,R, 
OR ı BE R, 
A OR, [Rı° eg ne 2|+,; RR! ) 


dr Br r 





Vertauschen wir hierin 4? mit A? und subtrahiren die so geänderte Gleichung 


von der ursprünglichen, so wird mit Benutzung von (21.) 


Ey _DD'a 5 b | 
(60.) za N I Kid 2 L May | 


unter der Bedingung 4° = 4”. 


Weil ferner 
Z,=|1 und f" sın’ #d4 = 4 


A F RT Ssn’#edddr=4 MV N af R, Rı dr 


und nach (60.) 


a> D' 


— zu D" ae 


4 4”? R: dr. 
3 “ 
0 


Das Summenzeichen erstreckt sich über alle Wurzeln 4” S A” von (57.). 
Nach (53.) ist die anfängliche Winkelgeschwindigkeit und Ablenkung 


des Pendels: 
(6) =D, W=— Is 


Führen wir dieselben in die letzterhaltene Gleichung ein und schreiben % 


statt 4, so wird: 


U FRrf Ssin’?#d4dr +3- 1 +. 


u el a) +4 w/ R}? dr. 


Eliminiren wir hieraus A durch (47.), so erhalten wir schliesslich das für 


n==]1 zu 4 gehörige D aus: 
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2.) "R: dr 





Ze “ | g 6b 
(62. Da? ae © Smeiiahe.f SEgri : = me a l — + — 

j i OR : 2 I lL 4% yi 

ayRıtelgr — 7 Rı ea, Pr: | 

Sa 3c . FR 

— a (I ZH —— SRS Ssin9adar. 

\L4A" 2 R, + el ; Ri ‚\ } 0 

or r I(r=a) 


Nachdem wir nun alle Gleichungen aufgestellt haben, aus denen 
sämmtliche Constanten des Problems zu berechnen sınd, wenden wir uns zur 
Discussion und physikalischen Deutung derselben, zunächst von (31.) und (48.). 

Hätte eine von diesen beiden Gleichungen eine imaginäre Wurzel 3, 
so müsste sie, da alle Coefficienten in ihr reell, auch die conjugirt imagi- 
näre Wurzel 7° haben. Nun ist aber im $. 3 nachgewiesen, dass, wenn 
,° — 4°” und beide Wurzeln von (31.) sınd, ü Bes Ba E E0, eine 


0 


Gleichung, die für conjugirt imaginäre 4 und 4 nicht bestehen kann. 
Zu Ende des $. 4. ist ferner in entsprechender Weise gezeigt, dass 
wenn 7° und 4” zwei verschiedene Wurzeln von (48.) sınd, die Gleichung 


’a f . . . :oe - . . cn r 
/ Rt, R,dr=0 gilt. Da aber auch diese für conjugirt imaginäre Werthe 


e 
0 » 


, und 3 nicht bestehen kann, so hat auch (48.) keine imaginäre Wurzel 3. 
Sämmtliche Wurzeln 4° von (31.) und (48.) sınd also positiv; jedes der 

Glieder, welche die vom Anfangszustand herrührende Bewegung in der Flüs- 

siekeit darstellen, nımmt mit wachsender Zeit stetig gegen Null hin ab. 

Es lässt sich aber auch die Zeit T bestimmen, nach welcher die Be- 
wegung, welche dıe Flüssigkeit Anfangs hatte, so weit verbraucht ıst, dass 
sie als eine Grösse zweiter Ordnung nıcht mehr merklich ıst. 

Durch wiederholte Anwendung von (24.) finden wir die Ketten- 


bruchentwicklung 


a R, (a) __ ERIRERN a?7? u 
Razı(la) 2n+3)(2n-—+5) 
a? 4? 
(os 19@R+D 
a’A? 
en 2n+TN(2 nt 9) 


l 


a2a? a Rn+u(® 


| — On Lu EN) OnF3aFB)R,,...@ 
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2. | a? )2 as FARO (a) 
Weil nun (2n _ 2u = 1) (2n E 2u — 3) Brru+i (a) 


grosses u verschwindet, indem ımmer der Quotient aus dem m” Grliede 





für ein unendlich 





des Zählers obiger gebrochener Function und dem m” des Nenners ver- 
«=», so darf man den Kettenbruch ins Unendliche 


schwindet, wenn 


fortsetzen und hat: 


a ai 
n+1\®) (2n—+-3)(2n—5) 
Br + 
@n+5)\(2n+7) 
ri a?) 
 @n+TN)le2n +9) 
l 


Darnach können wır statt (31.) und (48.) schreiben 


> si 
648 \ n—+1-+ en as} 
“.) 2n+3 “ (2n+3)(2n+5) 
a? 4? 
Br (2n+5)(2n-+-7) 
| 


= 
“4 


ni 1 


Er une ehe u . A: Be: 
BE) ET TREE 
N B ar wo 
if (2n+3)(2n+5) 
1 


Wir machen an dieser Stelle eine Voraussetzung, welche uns be- 
sonders ım folgenden Paragraphen von Nutzen sein wird, nämlich dass 
a EN a ER 
„>35. Um die Zulässigkeit dieser Annahme darzulegen, führen wir einige 


bekannte Werthe des (von Herrn Helmholtz so genannten) oberflächlichen 
Gleitungscoefficienten «e auf. Nach Herrn Helmholtz ist derselbe 
für Wasser von 24,5’ C©. und Gold 0" 23534 


„ Alkohol „ 24,05’ n 0°” 01096 

„ Aether „ 21,6 ß 0°” 01243 

„ Schwefelkohlenstoff von 21,85’ C. und Gold 0% ‚04430. 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft ı. 4 
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Ebenso hat Herr Helmholtz aus Girardschen Versuchen den Werth 


von & für Wasser und Kupfer als 0.053984 berechnet. während ım den 


St 
Porsenilleschen Versuchen nach ıhm & = 0 gewesen sein musste. Nach P 
den Versuchen von Herrn 0. E. Meyer hat e für Wasser von 19,0 und 
Oel von 20,4 ungefähr die Grösse von 0,05. 
Aut Grund vorstehender Voraussetzung sınd die Iinken Seiten beider j 
Gleichungen (64.) grösser als 3. G 
BE R a? 22 a? ,? 
Wäre Be) , so wäre | _, 
ire nun ın (64°. CIETEWETTT TE iren (5, 5) (om-7) ä 
ah <4, 8 tlıche Diflerenzen 1 . 
. u. Ss. w. ‚ sämmtliche Differenzen 1 — _ BEN 
(2n— )(2n + 9) (2n 75) (Zn 7 1) 
(dt® )? .. E e : 
l — —, DYeZET) u. s. w. wären > 1}, der Kettenbruch mithin statt , 
[Zn + I!) (zn —: 2. 
\ J ) a 0 oO 
.. ” Ps .... i er Sun oO 
orösser, kleiner als }. Deshalb muss — L sen. — Aus 
aller ie CIEE)KOT TE) Au t 
I} * | ° (64° a? )? => N Pr ) 
iemselben Grunde muss ın (64°, sein. — D: 
x S \ / On 1) (&n +3) 4 ı nun v 
der kleinste Werth von » ın den den Anfangszustand der Flüssıgkeitsbe- 
wegung darstellenden Gliedern 2 ist, so ergiebt sıch, dass kein 4° jener 
vıx 5) . Y » r ® _ pp “ “ 
lerme _- j_.,; sein kann. Nach Ablauf der Zeit Z, für welche jede der Expo- 
"mn A“ « 
nentialfunetionen e”*"7 * eine unendlich kleine Grösse von der Ordnung ) 
der Anfangsgeschwindigkeiten, etwa = — 8 wird, ıst die Anfanesbeweeune 
Ä ( Y Ä Ä = 
ıls verbraucht zu betrachten. Substituiren wir für den im Experiment un- 
. l : . 
bekannten Werth von — S den von gleicher Ordnung angenommenen an- 
r I 
fänglichen Ablenkungswinkel des Pendels W,, so ist die Zeit, nach deren 
Ablauf man die Beobachtungen berechnen kann, ohne eine Anfangsbewegung 
ın der Flüssigkeit anzunehmen : 
= m 4 a* r 
(65.) I= -— ;; 5 log.nat. W,. 
ki P 9), i 
$. 7. Discussion der Gleichung (97.). 
Nach Anwendung von (22.) nımmt (57.) dıe Form an: 
gb 2ei?y? R,(a) | 


66.) 24 5" : ER 
ö J / y 4 72 -,2 a > R, (a 2/"R,(«) 


‘ 


woraus ersichtlich, dass sie keine rein imaginären Wurzeln hat, weil für 


solche Werthe von A die Iinke Seite der Gleichung stets kleiner als Null bleibt. 
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Hat die Gleichung (57.) oder (66.) eine complexe Wurzel = a —+1Pß; 
so existiren wegen der reellen Coefficienten und der durchweg oeraden 
Potenzen in der Gleichung noch die drei anderen complexen Wurzel 


4 ee 
at), art), a —ı/). 
I ’ ’ 


ni 


Genüzen nun die beiden conjugırt imaginären Wurzeln Z=a— 


:7, ın denen wir e und 5 als positiv voraussetzen wollen, (ler 





. = 0 
Gleichung (57.), so besteht für sie die Gleichung: 


/ "RRar 


4 b U 
(6 7.) J n 2 ı — | — 1 ——— ne - - - nn ENGER 
\ « 2 a ä ( ») } ( 2’ ) | “ 
L Kb } l R, BT En: u —R, | B Pau | e 1 R' | 
or r Aa or % ’ 


welche man erhält, wenn man ın (57.) erst 7, dann 3 einsetzt und die so 
gebildeten Gleichungen mit Berücksichtigung von (21.) von einander sub- 
trahirt. Zähler und Nenner der rechten Seite dieser Gleichuns sind Positiv 


dJ B . 
Fıinza.? | sein muss, oder 


woraus folgt, dass 


et ‘) ! y%2 ] i} 2 
(68.) «<< — ich 
m; 
Da »? nicht unendlich klein ist. sobald wır es mit einer reibenden 


/ 
Flüssigkeit zu thun haben, folgt, dass für die Grösse des Moduls etwaiger 


complexer Wurzeln eine endliche Grenze gesteckt ist. 


NHPo= 


Um weiter zu untersuchen. wie viel compiexe Wurzeln die 


sprochene Gleichung haben kann, bilden wir nach (63.) den Kettenbruch : 


7 R, (a) . RK . 2 
= l — —— 
R. (a) ed 
a®ıl® 
) e% 
‘ . 
a?j? 
Er; 
9.1] 
| 


welchen wir bei irgend einem vom Anfang hinreichend weit entfernten 


vn ‚a® 1? . rn. . r 
(2s — 1)" Zähler (——- sei der erste Zähler und s eine ganze Zahl) 


) » 
abbrechen können, so dass nach Reduction des abgekürzten Kettenbruches 


auf eine gebrochene Function für alle 42, deren Modul kleiner als 


z ° 7 ” . 
5, Y,,; die Gleichung gilt: 
ab > c© 


/ 
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aR,(a)_F,(#?) 


R,() na 
Da die Funetionen F und f ın Bezug auf 4? vom s“” resp. (s— 1) 
Grade sind, so zeigt sich, dass ın (66.) 


R, (a) Ei _Fs-ı(#?) 








BR (o)— siiR,le) — 5 „ u 
ı (@) : (a) : F,(.?)—e4? 7,_1(7?) 





als eine echt gebrochene Function betrachtet und deshalb in Partialbrüche 


zerlegt werden kann, so lange nur solche Werthe von 4? in Betracht kom- 


1 _/ab r d Fr 
men, deren mod. < -; ve Alle Wurzeln von „ GP) — 232 f,_, 0?) =0. 
d w 


deren mod. jener Bedingung genügen, sind Wurzeln von 
> R,(a) — ei? R,(a) = 0 
und umgekehrt. 
Letztere Gleichung hat ebenso wie (48.), welche für „=1 mit Zu- 
hilfenahme von (22.) in diese übergeht, nur positive Wurzeln 2. Für die Partial- 


bruchzerlegung kommt es aber darauf an, zu wissen, ob unter ihnen mehrere 


“ . * [2 * 1 4b rYr * 
sleiche vorhanden sind. die kleiner als — Y??. Wäre dies der Fall. so 
? , ‚2 I ) 
4 4 


2 A 1. . e . . 
müsste die fragliche Gleichung zugleich mit „,; © 2 (a) — e# RR, (a)) = 


durch ein und denselben Werth von 4° befriedigt werden können. Weil nun 


R, „a, 
O- O- 
pr+1 / ii yr+1 
(69.) ä dl F 3 ur; =. e 


so geht letztere Gleichung bei Anwendung von (22.) und (25.) über ın 
5R,() —(? — -)R, (a) = 0. 
a ee 


Sollte diese Gleichung mit der besprochenen eine gleiche Wurzel 4? 


1 ;3 1 h 
(- — sein. welchen 
aA € 


1 _/ab " 
haben, die kleiner als y” ‚ so müsste dies 
d 4 = 


Werth wir nach der ım vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzung als 
negativ ansehen und deshalb nicht als Wurzelwerth gelten lassen können. 
Wollte man dagegen beide Gleichungen dadurch neben einander be- 


stehen lassen, dass für ein und dasselbe ° sowohl A,(a) = 0, als auch 
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R, (a) = 0 würde, so müssten dieselben gleichen Wurzeln wie diese beiden 


Gleichungen nach (23.) auch 
R, (a) = sna=0 und A_, (a) =cosai, —=( 


haben. Die ihnen beiden zugleich genügenden Wurzeln sind aber un- 
endlich gross. 

Die Gleichung 5R,(a) — ei’ R,(a) =V hat also keine gleichen 
endlichen Wurzeln. 

Sind 4, As »** A, ıhre nach zunehmender Grösse seordneten end- 
lichen Wurzeln, so gilt die Partialbruchzerlegung: 


R, (a) n. | P, | er 
BR, (J—:)ER, ‚(a) 2» _— A} a. 42 a En 29 





m % gb 


worin P,Ä, = — für alle 7°. deren mod. 
) m o— 833 — PR ;) 7) L 


Alle complexen Wurzeln von (57.) oder Ren enthält demnach die Gleichung 
- a hl ! 4° . ) 
RER L er m a Ar tl 6 3; uk =. 

Die Function linker Hand ist zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
der Wurzeln 4°, Ag’ +++ 4, stetig. Wenn 7° zu irgend einem der z Wurzel- 
werthe angewachsen ist, springt ihr Werth von + © in — & über, so 
dass sie, wenn 4° successive alle positiven Werthe annımmt, im Ganzen 
z2— 1 mal von — ® bis + » stetig anwächst, also wenigstens ebenso 
oft auch den Werth Null erreicht. Im Ganzen hat die Gleichung (70.), 
als vom (2 + 2)" Grade ın Bezug auf 7%, 22—+4 Wurzeln A, von denen 
wenigstens 22— 2 reell sind. Weil aber complexe Wurzeln nur immer 

Gruppen zu je vier auftreten können, so hat (70.), also auch (57.) 
höchstens vier complexe Wurzeln 3. 

Das Vorhandensein der letzteren lässt sıch im Allgemeinen analytisch 
nicht nachweisen, wohl aber, wie der Anfang des nächsten Paragraphen 
zeigt, im Experiment selbst mit Sicherheit constatiren. Unter Voraus- 
setzung ihrer Existenz zerfällt Z in zwei Theile, einen periodischen und 
einen nichtperiodischen, nämlich: 

(71) zZ=2(Rcos2aPyt HM sın 2apyd "ir ie I ae 


_)2 2 
BE 2 7 Pu 
">08 
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Wenn « — 9°, wie wir sofort nachweisen werden, positiv ıst, 
nimmt die Amplitude der periodischen Schwingung, wenn die Zeit in arıth- 
metischer Progression wächst, in geometrischer Rerhe ab. Das logarıth- 
mische Amplitudendecrement Ö des periodischen Theils der Schwingungen 
und die Sehwingungsdauer 7 sind: 


E” ‚2 - My 


L; ern 
N m 3.3 }] T2 +) rn 
73 \ ) 2 
\ 2 j | | / 2 

| a 


Um nun nachzuweisen, dass J>0, setzen wır ın (66.) den Wurzelwerth 


i=e-+ 1:9, dan #=e—rj? ein und erhalten, wenn wir mit Rück- 


sicht auf (23.) addıren: 





| 
ar _ Ar RR) Laer, (a) R, (a) 

an (1 ) b — | or ” . = 2 \ 2 

(74.) 0 | TLIeV?, a OR, (@)—e 7? , (a))(5 R, ( - el R, ,(a))’ 


Gesetzt, es wäre I <0, also auch 4° —+ 4" < 0, so müsste 


OR, KR "R,K, 40R, KR 4 \ 
fr 1 ER R r- ) 0 R R Ir |) 
fd, | = — — ,„A,yfu)a 
| or a |=: | ze r or ER < 
sein. Nach (11.) aber ıst 
O®?R,R OoOR,OR 4 ’ 
1 no 1 1 R . 
De " i < l ME 
or? dr y | „2 1 tı (7° f. RE; 
so dass nach Gebrauch von (22.) 


4 


IioR, KR 4 i “24 
Win. RR|=/ RZ n -RR— (+49 RR \dr 
„Fr Y' a 4 Z& 
unter der obigen Annahme positiv würde. 
Es ıst also d —>V. 
Weil demnach «*’ > 7, so folgt aus (68.), dass 
RT 


oder 5 
e $: 
I>n l er 


Fe" 
nn. 
ns 
“ 

u 
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Die Schwingungsdauer ıst also grösser, als wenn eine gleichmassig: 
vollkommene Flüssigkert an Stelle der rerbenden die Hohlkug: { erfullte. 
Damit ist jedoch nıcht gesagt, dass «ie Schwingungsdauer auch grösser seı 
als diejenige, welche das Pendel haben würde, wenn die Hohlkugel statt 
der Flüssigkeit einen festen Körper von gleicher Masse enthielte. Denn 
wie wir ım $. 5. bemerkten, erhält 5 für den Fall der Ausfüllung der 


Hohlkugel durch einen festen Körper einen kleineren Werth. 


Ss. Berechnung der ım Experiment zu beobachtenden Grössen 


SV 


Die experimentelle Beobachtung von 7 und d würde beträchtliche 
Schwierigkeiten haben, wenn die Pendelbewegung, wıe (71.) andeutet, aus 
der Uebereinanderlagerung einer periodischen Schwingung und einer nicht 
periodischen Bewegung bestände. Es ist daher von wesentlichem Nutzen 
zu wissen, dass wenigstens nach einer bestimmten Zeit die Pendelbewegung 
eine einfache Schwingung ist. 


Dies nachzuweisen, nehmen wır an, die Flüssiekeit habe entwedeı 


. j £ i . ua. 4 a: s 
keine Anfangsgeschwindigkeit gehabt oder die Zeit T= — „, „ log.nat. W 
er. i Ju) Y“ 


‘ 


seı nach dem Loslassen des Pendels bereits verstrichen, so dass nach 
$. 6., wenn man die Zeit 2 von einem darauf folgenden Momente an zu 
zählen beginnt, ın welchem das Pendel grade die Geschwindigkeit Null und 
die Ablenkung W, hat, S= 0 zu setzen ist. 


Dadurch wird die Gleichung (62.), aus welcher /) zu berechnen ist. 








i ®q 
2c / R’ dr 
. } /, 7 P N 
ib D DEE TIEOHELEN. nein ee re SE 
ur 7 RE Pe Li# 7° L 3272 
ayR, —+el .— R,) 
| \ 900 4 2 


Nach (21.) ıst nun 


OR oR OR DR 0? R 
I p' 1 D 1 1 Bi, 
I )% - . dr R, 7 Ir R, or O4 j AyE ri 
R’dr=lim| sie FIR _ 0“ 
. x 2 72 )7' ir = 
{ a» = Ä u (r=a) bs ni Fr I\ i—T 


Mit Benutzung von (69.) findet man daraus 


Rue a OR > 5 
Rare) + Ri 


oR 2 2% 
Ir BE ee = R)-H#R}\. 
[27 


l. 
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Setzt man diesen Werth in (76.) ein, so findet man unter Berück- 


sichtigung von (97.) 


D [a’(a—3e) (Liy'+gb)” + 2cLa’iyt(5Li*y'—+ gb) 


(77.) 


+ at {2cy#L—ea(Li'y'+gb)Y\=4cgbLa?i’y° W,. 
Das zu einem positiven 4° gehörige D hat also gleiches Zeichen mit 
oO o oO 
so Ei . ran ni 
W,, es kann also Y De nie sein Zeichen ändern und bedeutet 
>0 


einen Greschwindigkeitsüberschuss, welcher nach der anfänglichen Ablenkung 


W, hin gerichtet ist. Hätten wir aber eine Schwingung später die Zeit t 
zu zählen angefangen, so müsste, weil W, alsdann das entgegengesetzte 


Zeichen hätte, auch jener nichtperiodische Geschwindigkeitsüberschuss die 


entgegengesetzte Richtung haben, was damit in Widerspruch steht, dass er 


sein Zeichen nicht ändern kann. Daraus folgt, dass 
FE | 2 a FR = 
ZDe ED=0. 


ı2>0 jr >V0 


Weil aber auch 5 = E£D=0, so erhalten wir statt (71.) 

















(78) Fe Meine, 
M— Di.=atiß)— A DA=ae—mi) 
y-1 
Wir gehen nunmehr an die Berechnung von 7 und J aus den 
beiden für A=«e-+1:1> und !=«—1,} aufgestellten Gleichungen (57.), 
durch deren Addition und Subtraction wir nach Gebrauch von (25.) und 
(73.) finden: 
- . BEN _ 
Wo b 3cy? rn R, Ru,—-—K, | 
Dlaz Fuer ze + Bi 
\ Imre Rı+3eR,— IR) Rıt3e(i—tR)| 
(79.) | vi . ' e 
cd 3er ET Sue, ET 
I Fe u 1 u u Pr 
r( +? 2 R,+3e(R,——-R;) R,+3e(R, —— R,) 








=Y.-]. 





Unter der Voraussetzung, dass eine endliche Schwingungsdauer 7 
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sich im Experiment als vorhanden erwiesen hat, und dass ) sehr klein 


ist. sınd 








r? 


/ 
aa = vs V T? + 7 2) 


und 


/ 


In? : 
a = iz V l 75 .— | 


- 
‘ 


5 FREUT TEEN 1x: Ä ? i 
wegen des ım Vergleich zu a kleinen Werthes von y hinreichend gross, 


(> 


a a : Ä 
um € gegen e " 7” vernachlässigen zu können. Indem wir daher 
setzen 

sınaı = 1 Cosa, L=0o- ı?) 


sına ru = —ı COSA e (1 = 2, 3), 
haben wır nach (24.) und (23.) 


U 


U 
(2) / 
a 


R,+3e(R,——_R,) 


E_ a?42 —3(1-+ial) 
0 ga?27?+(a—3e) (1+ ia)’ 





1 


| R,—-—R, ei 
s "a | a2 —_3(1—ial') 
| ] sa? (a — Ze)(l—iai 
re A hi . at 
Rı+3e(R,— — Ri) X 








Mit Vernachlässigung der zweiten und höheren Potenzen von J er- 


halten wir aus (79.) 


a 4Lo +gb N’ 
| 75 ‚ () 


| | 8cy? Lo* P 
) 
(80.) 


— 4 = er 
1/02 ( 4 C’ N 
zur Berechnung von d und o —= V En 
27 
In (80.) ist zur Abkürzung gesetzt 
P=B8: ua! 0° =. (a —) €) a“ va— 3a — 3E) y %: 


(81 ) ( — 40 (4 G“ 2 0) un Mi vo 
| N = 8 & a* 0° . 2 & a” y (a — 3e) 2, + (a u 3 €)" ey 


v@ 
N) 


Bi 2 AN. ui 2 „3 Bi [A n2 \ \ 
7, =40060 (40 0)+2; VÖ, „==4a 0 + 2y 40 — 0). *) 








*) Es ist leicht ersichtlich, dass die Gleichungen (80.) und (81.) auch für das 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIL. Heft ı. > 
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Die Auflösung von (80.) nach Ö und o ist im Allgemeinen nur auf 


numerischem Wege möglich. Ist jedoch e sehr klein, — eine Voraussetzung, 
welche fast ımmer erfüllt sein wird, — so genügt es, in 5 einen Nähe- 
e 


rungswerth von 7. etwa Vir und das dureh diesen Näherungswerth be- 


rechnete J einzusetzen, so dass 


T: , (A? --12)+m,L? a?y?Q 
,‘) \ _— — Ir 5 ] f) ur ME — 
(82.) ı2 a !-m,L) (1 Teen | 
‚a?y? Q 


m, (k2 +1?) + m, L? + m, u’ —— ,, 
( . ER ; A 


BER =  glm,I+m,L) 


a? v3 () 


Wenn man ın —— N e=(0 setzt und die kleineren Grössen $ und 
0° IV’ 
y’ vernachlässigt, vereinfacht sich der Ausdruck zu -—. Von diesem Werthe 
d0 
ara Q Be 2 an 
wird 3 x’ nur wenig verschieden, gewöhnlich also kleiner als $ sein.”) 
ö* N v ’ 


Dadurch wird die Schwingungsdauer kleiner als dıe für das gleiche Pendel. 

welches in der Hohlkugel statt der Flüssigkeit einen gleichmassigen festen 

Körper enthält. (cf. $. 7, pag. 31.). Eine Abweichung ın diesem Sinne zeigt 
Besselsche Versuch mit dem kürzeren Pendel. 


9 
a” 
L: 

® 


betrachten ist, dann wird, wie (82.) zeigt, die Schwingungsdauer gleich 


Wenn aber L so gross wird, dass als verschwindend klein zu 


derjenigen, welche das Pendel haben würde, wenn die Flüssigkeit durch 
einen gleichmassigen festen Körper ersetzt wäre. Dem entsprechend zeigt 
die von Dessel aus den Versuchen mit dem längeren Pendel berech- 
nete Länge des einfachen Secundenpendels nur eine innerhalb der Beobach- 
tungsfehler liegende Abweichung von der aus den Versuchen mit festen 


Körpern berechneten. 


logarıthmische Amplitudendecrement und die Schwingungsdauer einer mit Flüssigkeit 
gefüllten Hohlkugel gelten, welche um einen festen verticalen Durchmesser oscillirt, 
gb 


wenn man in den Üonstanten e und “-- die Trägheitsmomente ın der erforderlichen 


L 
Weise ändert und als bewegende Kraft statt der Schwere die Torsion des Aufhänge- 


fadens einführt. 
=. Für Wasser ıst ’< ]. mm: 25. 
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Statt der Gleichung (78.) findet man im Falle eines sehr kleinen c 
durch (77.) 


— ’ / 91 l . TEL En ) 
(83.) -— —W . V 7 sın 7 " t 
und durch Integration: 
e 7 TE | /L . U — X 
W == W.ieos — —ıL 3U u EN 
(84.) V. [cos TTt 9] ZE' N 7 e 
Wenn man ın (80.) und (82.) e= 0 setzen darf, so vereinfachen 


sich diese Gleichungen zu 


u rn 
a? h? +a? 0? 
u 3% k2L-12\1 7 A 2 2yh 
(85.) T? m, (k — $ ) No 4 Mio d n2 ag 
aa (m, + Mg L) | 
h = 10 — Y- 


Vorstehende Rechnung ist durchgeführt ohne jede Rücksicht auf 
den Einfluss, welchen die umgebende Luft auf die Pendelbewegung hat. 
Trotzdem lassen sich die Reibungsconstanten y und & durch die abgeleite- 
ten Formeln aus Beobachtungen im lufterfüllten Raume berechnen, wenn 
man folgende Methode anwendet. — 

u sei die Masse m eines Körpers, vermindert um die Masse der von 
ıhm verdrängten Luft, so ist nach (82.) die Schwingungsdauer 7 unseres 


in der Luft schwingenden Pendels gegeben durch 


Du 


a2y3 ( 


ed 


5? Ä 


T? m, (k? +12) + m,L? + m, a? 


EP nie (U,O). 
0? g(u,I—u,L) I / 

Unter der Voraussetzung, dass die Luft während aller Beobachtungen 
denselben Druck, Feuchtigkeitsgehalt und Temperatur habe, ıst der Factor 
/(U,O) allen von der Geschwindigkeit U, welche das Pendel ın jedem 


Augenblick hat, sowie von der Natur und Gestalt seiner Oberfläche O0 ab- 


hängig. Denn haben zwei Pendel von vollkommen gleicher Oberfläche in 


jedem Moment genau dieselbe Bewegung, so wird durch sie die umgebende 


r* 
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Luft beidemal in denselben Bewegungszustand versetzt, die Rückwirkung 
auf die Pendel muss also bei beiden dieselbe sein. Die momentane Ge- 
schwindigkeit U ist nun bei constantem Anfangszustande des Pendels eine 
Funetion der Schwingungsdauer 7 und des beobachteten logarıthmischen 
Amplitudendecrements d. Bei constanter Schwingungsdauer und Oberfläche 


ıst daher / allein von d abhängig und lässt sich ın die Reihe 


oo “ 
=1+Ad+Bd-+..- 
entwickeln, deren von d freies Glied 1 sein muss, weil, falls d= 0, eine 
aörodynamische Einwirkung auf die Pendelbewegung nicht vorhanden ist. 
Mit Vernachlässigung der zweiten und höheren Potenzen von d wird also 
a? y3 () 


m, (k? +1?) +m,L? + m,.a? vr 
- (1+4Ad). 











u = Zn lu, /+u, L) 

Das zum Versuch bestimmte Pendel trage nun am Pendelfaden einen 
rings geschlossenen Hohleylinder von geeigneter Länge, welcher sich durch 
eine seitliche Klappe öffnen lässt. Mit diesem Pendel beobachte man die 
durch (a.) bestimmte Schwingungsdauer 7. Alsdann entleere man die Hohl- 
kugel und befestige am Pendelfaden innerhalb des Hohleylinders einen 
homogenen Rotationskörper von geometrisch bekannter Gestalt, so zwar, 
dass seine Rotationsaxe mit der Mittellinie des Pendelfadens zusammenfällt. 
Man verschiebe ihn solange am Pendelfaden, bis die Schwingungsdauer des 
anfänglich ebensoweit, wie im ersten Versuch, abgelenkten Pendels wieder 


dieselbe Länge hat, wie vorher. Alsdann hat man die Gleichung 


; T?2 m, (k? +1?) -+- m (X? + L'? Par 
u nen? 12 75 (+ Ad) 
wenn mn‘ die Masse des Rotationskörpers, L’ die Entfernung seines Schwer- 
punktes von der Schneide und m’ (k? —+ L”) sein Trägheitsmoment in Be- 
zug auf jene ist. d’ ist das jetzt beobachtete logarithmische Amplıtuden- 
decrement. Die Constante A hat nach den vorangeschickten Bemerkungen 
ın (a.) und (b.) denselben Werth. 

In gleicher Weise verfahre man mit noch zwei anderen Rotations- 
körpern von den Massen m” und m”, wodurch man zwei neue Gleichungen 


erhält, aus denen in Verbindung mit (b.) die drei Grössen m, (k* +), u ! 





“ 
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und A zu berechnen sind.”) Aus (a.) findet man sodann den Werth von 


a a x 
Ms 5 u 7 
2 0” N ’ 





wodurch eine Gleichung für die zu bestimmenden Grössen 


y und & gewonnen Ist. 

Durch eine zweite Versuchsreihe mit verändertem Pendel ergiebt 
sich eine zweite ähnliche Gleichung, welche mit der ersten y und & voll- 
ständig bestimmt. — 

Wir schliessen mit einem kurzen Ueberblick über die Resultate 
unserer Rechnung. 

1.) Die in der Hohlkugel enthaltene Flüssigkeit wird nicht durch 
ihre gradlinige Fortbewegung, sondern nur durch die Oscillation um den 
zur Pendelebene senkrechten Durchmesser ın Bewegung versetzt. Sie 
oscillirt ebenfalls um den zur Pendelebene senkrechten Durchmesser mit 
Winkelgeschwindigkeiten, welche nur auf jeder mit der Hohlkugel con- 
centrischen Kugelfläche constant sind. ($$. 3 und 4.). 

2.) Eine etwaige Anfangsbewegung in der Flüssigkeit ist, wenn sie 
von der Ordnung der Pendelgeschwindigkeit, spätestens nach der Zeit 


n 4 «a? " ee ’ ; er 
I=— 2, >; los.nat. W, durch die innere Reibung vernichtet. (8. 6. 
I) 7“ a . ” 


3.) Nach Ablauf dieser Zeit T, oder gleich von Anfang an, wenn 
die Flüssigkeit bei Beginn des Experiments in Ruhe war, ıst die Pendel- 
bewegung durchaus periodisch. ($. 8.) 

4.) Die Amplitude der Pendelschwingung nımmt, wenn die Zeit ın 
einer arıthmetischen Reihe wächst, ın einer geometrischen ab. ($. 7. 

5.) Die Schwingungsdauer ist grösser, als wenn dasselbe Pendel statt der 
reibenden eine vollkommene Flüssigkeit in der Hohlkugel enthielte. ($. 7.) 

6) Zumeist wird die Schwingungsdauer kleiner sein, als wenn die 
Flüssigkeit durch einen gleichmassigen festen Körper ersetzt wäre. Bei 
sehr grosser Pendellänge hat die innere Reibung der Flüssigkeit gar keinen 
Einfluss auf die Bewegung des Pendels. ($. 8.) 

Carlsruhe, 1875. 





”) Will man höhere Potenzen von d in f beibehalten, da ihre Üoefficienten 
sehr gross sein könnten, so sind entsprechend mehr Versuche mit Rotationskörpern 
‚ mY etc. erforderlich. 


di 


Mm 








Leber ebene algebraische Isothermen. 
(Von Herrn H. A. Schwarz in Zürich.) 





D.: nachfolgende Untersuchung beschäftigt sich mit der Lösung 
der Aufgabe: Alle ebenen vsothermischen Curvenschaaren zu bestimmen, 
welche von algebrarschen Gurven gebildet werden. 

Eine einfach unendliche Schaar von ebenen Curven wird nach Lame 
sothermisch genannt, wenn die auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
bezogene Gleichung derselben in dıe Form 


Mr ee 


gesetzt werden kann, wo c einen variablen Parameter und x eine der par- 


tıellen Differentialgleichung 


genügende reelle Function der Coordinaten x, y bezeichnet. 

Da es im vorliegenden Falle stets möglıch ist, die Function x der 
beiden reellen Variablen & und y durch Hinzufügung einer rein imaginären 
Function v»’ derselben Variablen in eine analytische Function u + vı = w 
des complexen Argumentes + yı=2 

v—=u+vi=flatyl)=/f(?) 
überzuführen, so entspricht jeder isothermischen Curvenschaar in der Ebene 
der complexen Grösse z eine analytische Function w=f(z), welche die 
conforme Abbildung dieser Curvenschaar auf eine Schaar von parallelen 
Geraden u==c in der Ebene der complexen Grösse w vermittelt. 

Bezeichnet y (w) = z dıe aus der Umkehrung der Function w = f (2) 
hervorgehende analytische Function, so ergiebt sich die Uebereinstimmung 
der oben gestellten Aufgabe mit der folgenden: Alle analytischen Functionen 
= +yi=y(w+ovi)=g (w) des complexen Argumentes w=u-+ vr 


zu bestimmen, welche dıe Eigenschaft haben, dass bei der durch dieselben 
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vermittelten conformen Abbildung von Theilen der Ebene w auf Theile der 
Ebene 2 der Schaar paralleler Geraden u=c eine Schaar von algebraischen 
Curven entspricht. 
Es seı 
yautv)anwe)tg we =atyımz 

wo g, und gs, reelle Functionen der beiden reellen Variablen u und » be- 
zeichnen. Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Abbruch ge- 
schieht, kann vorausgesetzt werden, dass diese Functionen durch Reihen 
erklärt sind, welche nach Potenzen von u— u, und v»-—v, mit ganzen posi- 
tiven Exponenten fortschreiten und für alle Werthe dieser Grössen, deren 
absolute Beträge gewisse Grenzen nıcht überschreiten, convergiren. Durch 
eine Verlegung des Nullpunktes in der Ebene w möge bewirkt werden, dass 
= 0%, = 0 gesetzt werden kann. 

Es wird nun vorausgesetzt, dass innerhalb des Uonvergenzgebietes 
dieser Potenzreihen und derjenigen Erweiterung desselben, welche durch 
analytische Fortsetzung erhalten werden kann, der Schaar paralleler Geraden 
«= c in der Ebene w eine Schaar von Bogen algebraischer Curven in der 
Ebene z entspreche. In Folge dieser Voraussetzung besteht für jeden reellen 
Werth von «u, dessen absoluter Betrag eine gewisse Grenze nıcht über- 
schreitet, zwischen den Grössen @= y,(u, v) und y = 4;(u, v) eine alge- 
braısche Gleichung 


F (X Y; u) zu U), 


in welcher die Function F eine ganze Function von x und y bezeichnet, 
deren Coefficienten reell sind und nur von dem Parameter v abhängen. 
Denkt man sich in dieser Gleichung für x und y die vorhin erwähn- 
ten Reihenentwickelungen %, (u, v) und g, (u, v) gesetzt, so ergiebt sich aus 
der Berücksichtigung des Umstandes, dass in der entstehenden Reihenent- 
wickelung die Coefficienten aller Potenzen von v einzeln gleich Null sein müs- 
sen, eine hinreichende Anzahl von Gleichungen, aus welchen die Verhältnisse 


der ın der Funetion F vorkommenden Üoeffieienten als Functionen von 


und zwar in der Form convergenter Potenzreihen bestimmt werden können. 
Dem Werthe «= 0 entspreche die Curve F(z, y) =. 


Ist diese Curve eine Gerade. so mache man dieselbe mittelst einer 
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geeigneten Coordinatentransformation, bei welcher 5 und „ die neuen 
Coordinaten sind, zur &-Axe. Ist hingegen diese Curve nicht eine 
Gerade, so kann durch eine vorhergehende conforme Abbildung der Ebene 
z vermittelst einer algebrarschen Function { bewirkt werden, dass die Öurve 
F (x, y) = 0 in der Ebene z und die Gerade 7 = 0 in der Ebene der complexen 
Grösse (&=5-+ nt einander entsprechen. Zu diesem Zwecke denke man sich 
die Ebene z etwa durch diejenige algebraische Function { des complexen Argu- 
ments 2 conform abgebildet, welche bestimmt ist durch die Gleichung 


F(& = 0 und von welcher ein Zweig die Bedingung erfüllt, dass 


den Punkten des zu betrachtenden Stückes der Curve F(z,y) =0 reelle 
Werthe von Z entsprechen 

Allen algebraischen Curven in der Ebene z entsprechen bei dieser 
conformen Abbildung algebraische Curven in der Ebene {. Ebenfalls ent- 
spricht der der Betrachtung zu Grunde gelegten ısothermischen Curvenschaar 


in der Ebene z eine isothermische Curvenschaar ın der Ebene [. 
Da die durch die Gleichungen F{£, )=0, z=g(w) erklärte 


Function des complexen Argumentes w = u- vı 


G — S 7 = 117] (u + vr) = w (w) 


die Eigenschaft besitzt, dass für alle rein imaginären Werthe des Arguments, 
deren absoluter Betrag eine gewisse Grösse nicht überschreitet, der Werth 


der Funetion reell ist, so entspricht bei der durch diese Function vermit- 


telten conformen Abbildung einem Stücke der Geraden u = 0 in der Ebene 
w ein Stück der Geraden „= 0 in der Ebene [, und je zwei Punkten 
u vi und — u—+ vr der Ebene w, welche in Beziehung auf die Gerade 
u 0 symmetrische Lage haben, entsprechen in der Ebene { zwei in Be- 
ziehung auf die Gerade „= 0 symmetrisch liegende Punkte 5—+ 7? und 
&<— nt. Es bestehen also neben einander die Gleichungen 
vu tv )=i-+nt 
v —u+vm)=&:— nt. 


Weil nun in Folge der Voraussetzung die der Schaar paralleler Ge- 


raden © = c entsprechende Curvenschaar ın der Ebene { eine Schaar alge 


I—- 
braischer Ourven ist, so besteht für jeden Werth von « zwischen 5 und 7 
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eine algebraische Gleichung, deren Coefficienten nur von # abhängen. Also 
besteht auch zwischen w(u + vr) und w(—u--vr) eine algebraische 
Gleichung, deren Coetficienten ebenfalls nur von x abhängen. 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Eintrag zeschieht. 
kann die Function w(u + ve) als eine Reihe angenommen werden, welche 
nach Potenzen von u + vı mit ganzen positiven Exponenten fortschreitet. 
Hieraus folgt, dass die algebraische Gleichung zwischen (uw + v?) und 
w(— u + vi), bei deren Herleitung vorausgesetzt; wurde, dass der Variablen 
v reelle Werthe beigelegt werden, identisch für alle Werthe von » erfüllt 
ist, für welche die in Betracht kommenden Reihen convergiren. 

Setzt man nun —u—+vı=w, so Ist u+ vi= w- 2, und man 
gelangt, wenn man die Grössen w und 2 wieder mit w und « bezeichnet. 
zu dem Satze, dass innerhalb der durch die CGonvergenz der in Betracht 
kommenden Reihen bedingten Grenzen zwischen 


v(w) und w(w — u) 


eine algebraische Gleichung besteht, in welcher die allein von der Grösse 
abhängenden Coeffiecienten als Reihen angenommen werden können, welche 
nach Potenzen von % mit ganzen positiven Exponenten fortschreiten. 

Für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe 
von w und « ist nun die Function w(w + w) ın eine nach Potenzen von 


fortschreitende convergente Reihe 
v(w + u) = w(w) + v (w)-u+ 4 w (w)-wW—+:- 
entwickelbar. Diese Entwickelung denke man sich in der zwischen w (1) 
und (w +4 u) bestehenden Gleichung für w(w + u) gesetzt und die ent- 
stehende Gleichung nach Potenzen von u geordnet. Dann ergiebt sich, da diese 
Gleichung für alle innerhalb des Convergenzbereiches liegenden Werthe von 
u erfüllt sein muss, dass die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
u einzeln gleich Null sein müssen. 
Hieraus folgt zunächst, dass zwischen w(w) und w(w) eine alge- 
braische Gleichung mit constanten Üoetficienten bestehen muss. 


Die angestellte Untersuchung hat somit ergeben, dass unter den an- 


ur 


1 dw . . N . 
gegebenen Voraussetzungen Fo ar eine algebraische Function von 
pn [zb ( 
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vw (w) =[, mithn w = u-+ vi das Integral einer algebraischen Function 
von z=2-+ yı sem muss. Diese Bestimmung der Function w = f(2) 
ıst aber, wie man sich leicht überzeugen kann, noch zu weit. 

Die zwischen y(w) und ı (w + u) bestehende algebraische Gleichung, 
deren Üoefficienten von « abhängen, denke man sich nun ın Beziehung auf 
w differenturt, *) und diese Differentiation so oft wiederholt, bis man eine 
hinreichende Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der Verhältnisse der 
allein von der Grösse u abhängenden Coefficienten erhalten hat. Denkt 
man sich hierauf ın dem Resultate, welches den gemachten Voraussetzungen 
zufolge von dem speciellen Werthe der Variablen w unabhängig sein muss, 
dieser Variablen den Werth Null beigelegt, so gelangt man zu dem Schlusse, 
dass jene Verhältnisse durch die Function :r(w) und eine endliche Anzahl 
von Ableitungen dieser Function rational ausdrückbar sind. Da nun die 
Ableitungen von w{w) mittelst der zwischen w(u) und w(w) bestehenden 
algebraischen Gleichung eliminirt werden können, so ergiebt sich aus der 
zwischen w(w) und w(w + w) bestehenden algebraischen Gleichung, deren 
Üoetficienten noch von « abhängen, eine algebraische Gleichung zwischen 
(a), ww) und ır(u + w) mit constanten Coefficienten, mit anderen 
Worten, die Function ır(w) besitzt ein algebraisches Additionstheorem. 

Da nun die Function p(w) mit der Funetion w(w) durch eine alge- 
braische Gleichung verbunden ist, so besitzt auch die Function y(w) ein 
algebraisches Additionstheorem. 

Es ist also durch die vorhergehende Untersuchung der Satz bewiesen: 
Wenn eine Function y(w) des complexen Argumentes w=u- vi die 
Eigenschaft hat, dass, während « und v» zwei reelle Veränderliche bezeich- 
nen, für jeden constanten Werth von u zwischen dem reellen und dem 
imaginären Bestandtheile der Function g (u + vr) eine algebraische Gleichung 
besteht, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem. 

Nun ist eine analytische Function eines Argumentes w, welche en 


alsebraisches Additionstheorem besitzt, nach einem fundamentalen Lehrsatze, 


*, Vgl. die Abhandlung Abeis: Methode generale de trouver des fonctions d’une 
seule quantite varıable lorsqu'. une propriete de ces fonctions est exprimee par une 
equation entre deux variables independantes, Oeuvres T. II. pag. 213— 221. 
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welchen Herr Wererstrass aufgestellt und bewiesen hat, und dessen Kennt- 
niss ich den Vorlesungen desselben verdanke, entweder 

I. eine algebraische Function von w. 
oder wenn « eine passend gewählte Constante bezeichnet. 

II. eine algebraische Function der Exponentialfunetion e*” , oder 
Il. eine algebraische Function einer elliptischen Function im engeren 
Sinne, z. B. von sinam (uw; k). 

Dieser Satz, welcher die analytische Natur der elliptischen Functionen 
noch charakterıstischer ausspricht, als deren doppelte Periodicität dies zu thun 
geeignet ıst, führt auch zu den Fundamentalsystemen der ısothermischen alge- 
braıschen Curvenschaaren, d. h. solchen Schaaren isothermischer alse- 
braischer Curven, aus denen alle übrigen durch conforme Abbildung mittelst 
algebrarscher Functionen hergeleitet werden können. 

Wird w=u-+-vi gesetzt, so ist im ersten Falle die Schaar der 
parallelen Geraden u = c selbst das Fundamentalsystem. 

Damit im zweiten Falle der Schaar paralleler Geraden u = c eine 
Schaar algebraischer Curven entspreche, ist erforderlich, dass der Multipli- 
cator «u entweder einen rein imaginären oder einen reellen Werth habe. 
Die beiden Fundamentalsysteme dieses Falles sind: Die Schaar aller durch 
einen Punkt gehenden Geraaeu und die zu dieser Schaar orthogonale Schaar 
concentrischer Kreise. 

Im dritten Falle kann der Schaar u = c nur dann eine Schaar alge- 
braischer Curven entsprechen, wenn der Modul & der in Betracht kommenden 
elliptischen Function reell ist oder ein zu einem reellen Modul gehörender 
transformirter Modul ist. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, werde angenom- 
men, es sei X nicht reell und es seien k, und ı, dıe zu den Grössen k und 
u gehörenden conjugirten eomplexen Grössen. Damit nun der Geraden 


a= 0 in der Ebene w bei der Abbildung durch die Function 
z —= sınam (uw; k) 


eine algebraische Curve entspreche, ist nothwendig, wenn w=»ı gesetzt 
und die Veränderlichkeit der Grösse v» zunächst auf reelle Werthe beschränkt 


wird, dass zwischen dem reellen und dem imaginären Bestandtheile von 


6° 
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sınam (uvt; k) eine algebraische Gleichung besteht. Hieraus folgt, dass 
auch zwischen z==sinam (uvi; k) und 2, = sinam (—u,vt; k,) eine alge- 
braische Gleichung bestehen muss. Da diese algebraische Gleichung nicht 
bloss für die reellen, sondern überhaupt für alle Werthe von » erfüllt sein 
muss, so ergiebt sich, dass der Modul k, ein zu dem Modul k gehörender 
transformirter Modul ist, denn unter den angegebenen Voraussetzungen be- 
steht die Gleichung 


1 


- 








Bahn. "2 dz ec dz; 
a ge ü U. | (1 Fa 22) (1 WE k? 2?) vr — ur va — 22) (1 —k: 2?) 


0 





Es seien nun A+ Bi und A’ + bir, wo A, B, A', B', reelle Grössen 
bezeichnen, ein Paar Fundamentalperioden der Variabeln v, vorausgesetzt, 
dass dieselbe als Function von z betrachtet wird. Hierbei möge angenom- 
men werden, es sei die Periode A+ Bi so gewählt, dass weder A noch 
B gleich Null ist. Aus der vorstehenden Gleichung folgt, dass A— Br und 
A’ — B'! ein Paar Fundamentalperioden der Variabeln » sind, vorausge- 
setzt, dass dieselbe als Function von z, betrachtet wird. Die allgemeine 
Theorie der Transformation der elliptischen Integrale lehrt aber, dass es 
möglich sein muss, A— Bi und A’ — Br linear und mit rationalen Zahlen- 
ceoefficienten durch A+ Br und A’— P’r auszudrücken. Man erhält also, 
wenn «, 3, y und Ö rationale Zahlen bezeichnen, zunächst 

A— Bi=a(A+bi)+PB(A—+ Bi), 

A'— Bi=y(A+Br)—+d(A —+ bi) 
und durch Trennung des Reellen und des Imaginären 
1—e)A=PA, 1+d)B=— PB, yA=(l — 0) A, yb=— (1+-0)B, 
wobei zwischen den vier Grössen «, ß, y, 0 die Relationen 


ae+d=0, ad — Py=—1 








bestehen müssen. 

Die Verhältnisse 4':A und B':B sind also rationale Zahlen, und da- 
her ıst es möglich, jedes der beiden Integrale, durch welche die Variable v 
dargestellt ist, mittelst einer algebraischen Substitution in ein elliptisches 


Integral zu transformiren, dessen Fundamentalperioden etwa A und Dr sind 


dessen Modul also reell ıst. 
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Denkt man sıch nun die angedeutete Transformation ausgeführt. so 
erhält die Schaar der Parallelen «= c gleiche Richtung mit einer der 
beiden Fundamentalperioden von v. Ohne dass der Allgemeinheit der 
Untersuchung Abbruch geschieht, kann demnach von vornherein angenom- 
men werden, dass sowohl der Modul & als auch der Multiplieator « je einen 
reellen Werth habe. 

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich das Resultat, dass als Funda- 
mentalsysteme des Falles III. die Schaaren der Svebeckschen Curven vierten 


Grades”) anzusehen sind, welche bei der conformen Abbildung mittelst der 


Function 
a a / \ 
z = sınam (u vt), 


reelle Werthe des Moduls vorausgesetzt, für constante Werthe von u be- 
zıehungsweise von v sich ergeben, welche Ourvenschaaren auch als stereo- 
graphische Projectionen von Schaaren confocaler spharischer Kegelschnitte 
erklärt werden können. 

In allen drei Fällen ıst die Schaar derjenigen Curven, welche die 
Curven des isothermischen Fundamentalsystems orthogonal schneiden, nicht 
bloss wieder isotherm, wie dies aus der Betrachtung der conformen Ab- 
bildung unmittelbar sich ergiebt, übereinstimmend mit einem von Lame 
ausgesprochenen Lehrsatze, sondern wird auch wieder von algebraischen 
Curven gebildet. 

Dieser Satz lässt sich nach dem Vorhergehenden folgendermassen 
verallgemeinern: Die orthogonale Curvenschaar emer Schaar ebener alge- 
braischer Isothermen ist stets wieder eine Schaar algebraischer Isothermen. 

Bei der Umkehrung des Abhängigkeitsverhältnisses, welches zwischen 
den beiden, wie die Untersuchung gezeigt hat, unbeschränkt veränderlichen 
Grössen z=x2 + yt und w=u-- vr besteht, ergiebt sich also schliesslich 
folgendes Resultat: 

Die complexe Grösse w==f(z), deren reeller Theil x längs jeder 
einzelnen Curve einer von algebraischen Curven gebildeten, in der Ebene der 
complexen Grösse z liegenden isothermischen Curvenschaar einen constanten 


Werth hat, ist 





.....,”) Siebeck: Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche mit den 
elliptischen Functionen zusammenhängen, dieses Journal Bd. 57 und 59. 
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entweder 
I. eine algebraısche Function von z, 
oder es ist, wenn u eine passend gewählte reelle Zahlgrösse bezeichnet, 
II. die Grösse uw, beziehungsweise «uw? der Logarıthmus einer 
algebraischen Function von 2, 
oder es ıst 
III. die Grösse uw ein elliptisches Integral erster Art, ın der 
Jacobischen Normalform, mit reellem Modul, dessen obere 
Grenze eine algebrarsche Function von z ist. 


Hiermit ist die am Anfange dieses Aufsatzes gestellte Aufgabe gelöst. 


Zürich, ım Februar 1873. 








Die regelmässigen ebenen Punktsysteme von 
unbegrenzter Ausdehnung. 
(Von Herrn Leonhard Sohncke in Carlsruhe.) 


Einleitung. 


ur D: folgende Untersuchung ist aus dem Bedürfniss hervor- 
gegangen, für die Theorie der Krystallstructur eine völlig sichere Grundlage 
zu gewinnen. Als wahrscheinlichste Vorstellung von der Anordnung der 
Krystallelemente galt bisher die von Delafosse eingeführte und von Bravats 
weiter entwickelte, nach welcher jene Elemente ein Raumgitter bilden, d.h. 
mit ihren Schwerpunkten in «den Schnittpunkten dreier paralleler Züge von 
je äquidistanten Ebenen liegen und selbst parallel orıentirt sind. Diese ohne hin- 
reichenden Beweis aufgestellte Ansicht habe ıch dann strenger zu begründen 
sesucht, *) indem ich sie aus dem Prineip der regelmässigen Punktverthei- 
lung ableitete., 

@ndessen kann mit der Dravazsschen Vorstellung das Wesen der 
Krystallstructur nicht erschöpft sein. Denn obwohl die Raumgitter in sieben 
durch ihre Symmetrieverhältnisse unterschiedene Klassen zerfallen, welche 
den Krystallsystemen vollkommen entsprechen, so finden doch die hemi- 
edrischen Krystalle, z. B. das Tetraeder, in diesen Klassen keinen Platz, und 
es bedarf neuer Hypothesen, um sie darin unterzubringen. Ferner giebt 
es Punktanordnungen, welche, ohne zu den Raumgittern zu gehören, doch 
dem Grundsatz der regelmässigen Punktvertheilung genügen, und auf welche 
meine frühere Ableitung nur desshalb nicht geführt hat, weıl die stillschwei- 
sende Voraussetzung gemacht wurde, dass zweı von verschiedenen Punkten 
ausgehende und je zu ihrer Umgebung übereinstimmend gelegene Rich. 
tungen auch parallel sein müssten, was durchaus nicht nöthig ıst. — Eın 


solches nicht zu den Raumgittern gehöriges regelmässiges Punktsystem 


iu —— 


*) Die Gruppirung der Moleküle in den Krystallen. In Poggendorfs Annalen 
der Physik 1867, Bd. 132, Seite 75. 








48 L. Sohncke, die regelmässigen ebenen Punktsysteme. 


giebt übrigens schon Wiener*) an; und sein wiederholt gegen mich geltend 
gemachter Widerspruch ıst es auch, der vor Allem die folgende Unter- 


suchung hervorgerufen hat. 


Capitel 1. 


Formulirun,g der Aufgabe. Aufsuchung einer speciellen Artregelmässiger 
Punktsysteme. 


$. 2. In einer ganz beliebigen unbegrenzten Anordnung von Punkten 
werde ein Punkt mit allen übrigen durch gerade Linien verbunden gedacht. 
Die in derselben Weise von allen Punkten aus construirten Linienbündel 
werden im Allgemeinen verschieden sein. Es sind aber Systeme denkbar, 
bei denen die Punktvertheilung um jeden Punkt dieselbe ist wie um jeden 
andern, so dass die von allen Punkten ausgehenden Linienbündel untereinan- 
der übereinstimmen. 

Wenn aber die Linien eines Bündels denen eines zweiten gleich sind 
und auch dieselben Winkel miteinander bilden wie jene, so sind noch zweı 
Fälle möglich: Entweder lassen sich beide Bündel zur Deckung bringen; 
oder sıe lassen sich nur in die Lage von Object und Spiegelbild bringen. 
Hiernach hat man folgende 

Erklärung: Ein Punktsystem von unbegrenzter Ausdehnund® hersse 
regelmässig, wenn die von allen seinen Punkten ausgehenden Linren- 
bündel übereinstimmen, indem sıe entweder sammtlich congruent, oder theils 
congruent, theıls symmetrisch sind. 

Von beiden Arten regelmässiger Systeme ıst nur die erste von allge- 
meiner Anwendbarkeit auf die Theorie der Krystallstructur, weil die Kry- 
stallelemente im Allgemeinen als congruent vorausgesetzt werden müssen, 
woraus dann die Congruenz der von ihren Schwerpunkten ausgehenden 
Linienbündel tolgt. Indessen dürfte die zweite Art zur Erklärung mancher 
speciellen Krystallerscheinungen nöthig sein. 

Bei Beschränkung auf die Ebene ist die Unterscheidung congruenter 
und symmetrischer Linienbündel ebenfalls von Vortheil, obwohl sıe nur dann 


einen Sinn hat, wenn festgesetzt wird, dass die Figuren nur ?n der Ebene 





*) Chr. Wiener: Grundzüge der Weltordnung. 1863, S. 86. Und dann: Atomen- 
lehre. 1869, S. 82 ff. 
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beweglich sein sollen. Denn sobald man gestattet, eine von zwei ın der 
Ebene symmetrischen Figuren herauszunehmen und umgewandt wieder 
hineinzulegen, kann man sie mit der andern zur Deckung bringen. Daher 
lassen sammtlıche regelmässigen Punktsysteme der unbegrenzten Ebene eine 
Anwendung auf die Krystallographie zu. — Nun lautet die im Folgenden 
gelöste Aufgabe: 

Aufsuchung aller überhaupt möglichen regelmassigen ebenen Punkt- 
systeme von unbegrenzter Ausdehnung. 

$. 3. Die systematische Aufsuchung wird wesentlich vereinfacht 
durch die vorhergehende Behandlung folgender speciellen Aufgabe: 

Aufsuchung aller solchen regelmassigen unbegrenzten ebenen Punkt- 
systeme, in denen ganz- oder halbregulare tsolirte Polygone, — durch System- 
punkte bestimmt, — vorkommen, und welche ferner die Eigenschaft haben, 
dass die jenen Polygonen umschriebenen Kreislinien keine weiteren System- 
punkte tragen. 

Hier ist unter einem zsolirten Polygon ein solches verstanden, das keinen 
Eckpunkt mit einem ıhm congruenten Polygon gemein hat; und halbregular 
sind Polygone mit gleichen Winkeln und abwechselnd gleichen Seiten genannt. 

Zunächst ist klar, dass die Lage von Punkten als Ecken eines ganz- 
oder halbregulären isolirten Polygons mit der Regelmässigskeit des Systems 
verträglich ıst, da die Linienbündel von allen Ecken des Polygons nach allen 
Ecken desselben eongruent oder symmetrisch sind. 

Ein Polygonalsystem der beschriebenen Art sei jetzt gegeben, und 
eins der Polygone werde betrachtet. Nun ist es von vornherein nicht be- 
kannt, ob in demselben System nicht reguläre oder halbreguläre Polygone, 
die kleineren Kreisen eingeschrieben sind, und die dieselbe oder andere 
Seitenzahl als das eben betrachtete haben, vorkommen. Wenn dies der 
Fall, so soll dasjenige ganz- oder halbreguläre isolirte Polygon, welches dem 
kleinsten Kreise eingeschrieben ist, — und wenn es hiervon noch mehrere 
Arten giebt, so soll von ihnen dasjenige mit der kleinsten Seitenzahl, und 
hier wieder mit Bevorzugung des ganz- vor dem halbregelmässigen, — der 
folgenden Betrachtung zu Grunde gelegt werden. 

Auf der Peripherie des ihm umschriebenen Kreises steht keın 


anderer Punkt des Systems. Wegen der Unbegrenztheit muss das System 


- 
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noch andere Punkte als die in den Ecken des Ausgangspolygons liegenden 
enthalten; und wegen der Regelmässigkeit muss jeder Punkt des Systems 
in einer Ecke eines dem Ausgangspolygon congruenten Polygons liegen. 
Der Mittelpunkt eines solchen neuen Polygons könnte nur ‚dann mit dem 
des vorigen zusammenfallen, wenn die neuen Punkte auf derselben Kreis- 
linie lägen wie die alten, und das ist ausdrücklich ausgeschlossen. Unter 
allen dem anfänglichen congruenten Polygonen wird nun ein solches ausge- 
wählt, dass der Mittelpunkt keines anderen näher als dieser (M,) am Mittel- 
punkt des Ausgangspolygons (M) liegt. Der zu M, nächste Eckpunkt des 
Ausgangspolygons (oder einer der zwei nächsten) sei A; der zweitnächste 5, 
die folgenden (, D,+--. 

Zunächst wird der specielle Fall erledigt, dass M, mit A zusammen- 
fallt. Dann muss jeder Systempunkt der Mittelpunkt eines dem anfäng- 
lichen congruenten Polygons sein; also muss auch M mit einem Punkt des 
Systems besetzt sein. Da nun M auf der Peripherie des mit MA um A 
beschriebenen Kreises liegt, muss es ein Eckpunkt des zum Mittelpunkt A 
gehörigen Polygons sein; sonst wäre ja die Peripherie des diesem umschrie- 
benen Kreises noch mit anderen Systempunkten besetzt, und wegen der 
hegelmässigkeit müsste es dann ebenso mit dem Ausgangspolygon sein, 
— was gegen die Voraussetzung. In derselben Weise muss M auch Eck- 
punkt des, dem vorigen congruenten, zu BD als Mittelpunkt gehörigen Poly- 
gons sein u. s. f. Dann also ıst M gleichzeitig Ecke mehrerer congruenter 
Polygone; also sind diese nicht mehr isolirt; ebenso wäre dann das Polygon 
um M nicht mehr isolirt, und das ist gegen die Voraussetzung. Also darf 
bei den in diesem Capitel behandelten Systemen A und M, nicht zusam- 
menfallen. 

Jetzt mögen A und M, getrennt liegen. 

Dem Bündel von Linien, die von A nach den übrigen Ecken des 
Ausgangspolygons und nach allen Ecken des Nachbarpolygons um M, ver- 
laufen, muss ein congruentes oder symmetrisches Bündel bei B entsprechen. 
Für letzteres Bündel sind, da das Ausgangspolygon isolirt ist, nur zwei 


Lagen möglich: 
Entweder entspricht Linie BC dieses Bündels der Linie AB des 


ersten; dann sind beide Bündel eongruent. 








en 


ns 
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Oder BA entspricht der Linie AB des ersten; dann sind beide 
symmetrisch und haben auch symmetrische Lage. 

1) Im ersteren Fall, der zunächst betrachtet wird, ist das halbregu- 
läre Polygon ausgeschlossen. Das congruente Bündel bei 3 bestimmt ein 
neues dem vorigen congruentes Polygon mit dem Öentrum M,. Die von 
A aus nach seinen Ecken gezogenen Linien vermehren das anfänglich ze- 
gebene Bündel bei A. Um die entsprechenden Linien muss das Bündel 
bei B vermehrt werden, und hierdurch wird wieder ein neues congruentes 
Polygon mit dem Centrum M, bestimmt. So fortschliessend erkennt man. 
dass auf der mıt dem Radius MM, um M beschriebenen Kreislinie ın gleichen 
Abständen die Uentra von lauter congruenten Polygonen liegen müssen, und 
zwar so viele, als das Ausgangspolygon Ecken hat: Fheraus folgt, dass diese 
Anordnung nur bei solchen regulären Polygonen stattfinden kann, deren 
Seitenzahl nicht > 6 ist; denn ım anderen Fall würden zwei Nachbarcentra 
auf der Kreislinie einen kleineren Abstand ais MM, haben, die Rezelmäs- 
sigkeit würde fordern, dass auch von M ein Polygoncentrum diesen kleineren 


Abstand hätte; und dann wäre M, nıcht mehr das nächste Uentrum bei M. 


was doch vorausgesetzt wurde. -— Von den herumstehenden regulären 
\ — u 4R 
n-Ecken ıst jedes folgende um —- gegen das vorhergehende gedreht, folg- 
3 ww n Ä ck & 


lich steht es ihm wıeder parallel. Die genauere Untersuchung dieser 
Systeme giebt der folgende Paragraph. 

2) Jetzt entspreche in dem von b ausgehenden Bündel Linie BA 
der Linie AB des von A ausgehenden. Dann wird ein Polygon mit Cen- 
trum M, gefordert, symmetrisch gelegen zu jenem um M, in Bezug auf den 
zur Seite Ab gehörigen kleinen Halbmesser des Ausgangspolygons. Eın 
dem Bündel bei A entsprechendes muss ferner bei U hiegen, doch ist dies 
wieder auf zwei Arten möglich, indem entweder ÜB oder ÜD der Linie 
AB entsprechen kann. 


Der erste Fall führt auf nichts Neues. Denn: Linie UP des Bün- 


dels bei Ü entspricht der AB des Bündels bei A; letztere Linie entspricht 
BA des Bündels bei B. Also entspricht ÜB des Bündels bei ( der Linie 
BA des Bündels bei B, so dass die von Ü und B auslaufenden Bündel 


congruent sind. Nun aber sind alle Systeme, bei denen von zwei benach- 


-. 
i 
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barten Ecken des Ausgangspolygons ceongruente Linienbündel ausgehen, ım 
Fall 1) enthalten, so dass der jetzt vorliegende Fall nur Specialsysteme der 
dorthin gehörigen enthalten kann. 

Im andern Falle, wo CD des bBündels bei Ü der Linie AB des 
Bündels bei A entspricht, werden zwei Polygone mit den Mittelpunkten M, 
und M, gefordert, die zu ÜD ebenso liegen, wie die Polygone M, und M, 
zu AB, so dass von den bis jetzt construirten vier Aussenpolygonen je zwei 
benachbarte symmetrisch stehen. Vermehrt man jetzt das von A aus- 
gehende Bündel um die nach den Ecken der zwei neuen Polygone gehen- 
den Linien, so muss auch das Bündel bei Ü ın derselben Weise vermehrt 
werden. So fortschliessend erkennt man, dass immer zu den abwechselnden 
Seiten des Ausgangspolygons je zwei Aussenpolygone gehören, während den 
zwischenliegenden Seiten keine Polygone zugeordnet sind. 

Hätte nun das Ausgangspolygon ungerade Seitenzahl, so führte diese 
Schlussweise darauf, dass zu allen Seiten je zwei Aussenpolygone gehörten. 
Dann wären die von allen Ecken ausgehenden Bündel congruent, so dass 
man wieder den, als nichts Neues liefernd, eben zurückgewiesenen Fall hätte. 
Die Seitenzahl seı also jetzt gerade. Dann kann das Polygon sowohl ganz- 
als halbregulär sein. Zwei Fälle sind zu unterscheiden, je nachdem alle 
Aussenpolygone frei stehn oder paarweise mit den Mittelpunkten zusammen- 
fallen. 

a) Im ersteren Fall ist die Zahl der herumstehenden Polygone gleich 
der Seitenzahl des Ausgangs-Polygons, so dass das letztere eın ganz- oder 
halbreguläres Vier- oder Sechseck sein kann. Dass Polygone von grösserer 
Seitenzahl ausgeschlossen sind, folgt wie bei Fall 1). 

b) Wenn aber die Mittelpunkte der Aussenpolygone paarweise zu- 
sammenfallen, so ist das nur so möglich, dass die Verbindungslinie des 
Zusammenfallpunkts M mit dem Ausgangscentrum M eine Seite des Aus- 
gangspolygons halbirt. Ferner ist es nöthig, dass nicht nur die Mittel- 
punkte, sondern die ganzen Polygone zur Deckung gelangen; sonst trüge 
der dem einen von ihnen umschriebene Kreis noch andere Punkte; dies 


müsste bei dem congruenten Ausgangspolygon ebenso sein, und das war 
ausgeschlossen. Da die zusammenfallenden Polygone in Bezug auf die 
Linie MM symmetrisch stehn, so muss diese Linie das Polygon des Zu- 
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sammenfalls selbst symmetrisch theilen. — Die Seitenzahl des ganz- oder 
halbregularen Ausgangspolygons darf zwölf nicht überschreiten, weil sonst 
mehr als sechs Centra auf der Peripherie um M herumstehen würden, 
deren zweı also einen geringeren Abstand als MM, hätten. 

Ehe zur Construction sämmtlicher unter vorstehenden Fällen 1) u. 2) 
enthaltenen Systeme geschritten wird. soll noch gezeigt werden, dass das 
regulare Fünfeck, sowie das ganz- oder halbreguläre Zehneck in einem 
unbegrenzten regelmässigen Punktsystem nicht vorkommen kann. 

Beweis. Sowohl das Fünfeck als das Zehneck fordert, nach vor- 
stehenden Entwickelungen, die Centra M,, M,--- M, von fünf dem anfäng- 
lichen congruenten Polygonen in gleichen Abständen auf der Peripherie 
eines Kreises mit dem Radius MM, um sich. Um jedes dieser fünf Poly- 
gone müssen nun, zufolge der Regelmässigkeit, wieder fünf Polygone ın 
derselben Weise herumstehen. Eins dieser um M, herumstehenden fünf 
Polygoncentra m,, m; --m, muss mit M zusammenfallen, sonst würde M 
von einem der m einen Abstand <MM,, haben, was unmöglich. Dann 
aber kommt das nächstfolgende der um M, herumstehenden Centra ın 
kleinere Entfernung von M, zu stehen, als MM, beträgt, und das ist uner- 
laubt. Somit ist das Vorkommen von ganz- (resp. halb-) regulären Fünf- 
und Zehnecken in einem regelmässigen unbegrenzten Punktsystem ausge- 
schlossen; und es bleiben als mögliche Polygone nur übrig solche mit 3, 
4, 6, 8, 12 Seiten. Die Systeme mit solchen Polygonen sind nun 
aufzusuchen. 

$4. Die im Fall 1) möglıchen Systeme. Um das ganz reguläre 
Ausgangspolygon von n Seiten stehn n unter einander parallele, dem er- 
steren congruente Polygone herum; ihre Centra theilen eine Kreislinie um 
M in n gleiche Theile. r darf nur die Werthe 5, 4 oder 6 haben. Zu- 


nächst sın=3. 
Um jedes der drei das reguläre Ausgangsdreieck umstehenden Po- 


lygone müssen wieder drei reguläre Dreiecke in derselben Weise herum- 
stehen; so um M,. Dabei sind zwei Fälle möglich: Entweder fällt eins 
der M, umstehenden Polygoncentra in das Ausgangscentrum M, oder nicht. 

a) Im ersteren Fall muss AM, gegen /A\M dieselbe Lage haben, 
wie letzteres gegen ersteres, d. h. das von Punkt M nach den Ecken und 
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dem Centrum des Dreiecks um M, gezogene Bündel muss congruent oder 
symmetrisch sein dem von M, nach den Ecken und dem Centrum des 
Dreiecks um M gezogenen Linienbündel. Indem nun Linie MM, beiden 
Bündeln gemeinsam ist, ergiebt sich bei Congruenz der Bündel, dass beide 
Dreiecke parallele Seiten, aber verwendete Stellung haben; wogegen sie, 
bei Symmetrie der Bündel, in symmetrischer Stellung gegen einander 
stehn. Fährt man ın beiden Fällen fort, um jedes der vorhandenen Drei- 
ecke je drei unter einander parallele Dreiecke in derselben Weise wie vor- 
her anzuordnen, so erhält man zwer verschiedene regelmassige unbegrenzte 
Punktsysteme Nr. I. und U. (Fig. 1 und 2). In beiden liegen die (mit System- 
punkten natürlich nicht besetzten) Mittelpunkteregqulärer Dreiecke in den Anoten 
eines Netzes regular sechseckiger Maschen, welches Netz in der Figur nicht 
gezeichnet ıst; und von den sechs eine Masche umstehenden Dreiecken sind je 
drei abwechselnde parallel gestellt. Aber beim System 1. haben je zwei 
Nachbardreiecke parallele Seiten, jedoch verwendete Stellung; beim System 
ll. stehen je zwei Nachbardrerecke zu einander symmetrisch. 


(2) 


Die Figuren 3 und 4 zeigen Systeme, welche Specialfälle zu den 


0 
oO 
Systemen I. und ll. gleichzeitig sind. Bei ersterem Specialsystem lla. sind 
die zugewandten Seiten zweier symmetrisch stehenden Nachbardreiecke 
parallel; beim zweiten IIb. geht die Verbindungslinie der Centra zweier 
Nachbardreiecke durch die einander zugewandten Ecken. Wieder einen 
Specialfall zu Fig. 3 giebt die Fig. 5, ein System Ila’ darstellend, das aus 
regulären Drei-, Vier- und Sechsecken zusammengesetzt ist. 

b) Wenn von den drei um M, herumstehenden Dreiecken, die den 
drei um M herumstehenden entsprechen, keins sein Centrum in M liegen 
hat, so ıst die einzige Möglichkeit die, dass zwei dieser Gentra (m, und 
m,) in die Schnittpunkte der mit dem Radius MM, um M und um M, 
beschriebenen Kreise fallen, da man sonst stets auf zwei Centra geführt 
würde, deren Abstand < MM, wäre. Das dritte Centrum m; liegt dann 
auf der über M, hinaus um sich selbst verlängerten MM,. (Fig. 6). Auch 
wird auf der über M hinaus um sich selbst verlängerten MM, ein Centrum 


u gefordert, dessen zugehöriges Dreieck den Dreiecken um m, und m, pa- 
rallel steht. Ferner werden zwischen m, und m, sowie zwischen m, und 
m, noch die Centra M” und M” gefordert, deren zugehörige Dreiecke zum 
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Ausgangsdreieck parallel stehn. Da nun m, gegen /\ M, dieselbe Lage 
haben soll, wie AM, gegen AM, so muss das von Punkt m, nach AM, 
gezogene Bündel congruent oder symmetrisch sen dem von M, nach 
/sM gezogenen. Aber die in beiden Bündeln sich entsprechenden Linien 
m, M, und M,M sind geradlinig an einander gesetzt. Also haben beide 
Bündel, im Falle sie congruent sind, Parallelstellung. Also sind auch die 
Dreiecke bei M und bei M, parallel gestellt. Dann muss auch das .\, bei 
m, zu dem bei M, parallel stehn; also müssen auch sowohl die Dreiecke 
um M, und M;, als auch diejenigen um m, m, und um « sämmtlich mit 
dem Ausgangsdreieck parallel stehn. Dies giebt ein neues System III. 

Sind dagegen beide Bündel symmetrisch, so haben sie, da die ent- 
sprechenden Linien m; M, und M,M geradlinig an einander gesetzt sind, 
dieselbe Lage, als wäre /\M, aus anfänglicher Parallelstellung zu AM, um 
die Gerade MM, als Axe, um 180° gedreht. Jetzt betrachtet man die von 
Punkt M resp. M, nach den Dreiecken um M, resp. m; gezogenen Bündel. 
Diese müssen mit einander übereinstimmen. Wären sie congruent, so 
hätten AM, und /A m, Parallelstellung, woraus Parallelstellung der Drei- 
ecke M und M, folgen würde, die hier ausgeschlossen. Sind sie aber 
symmetrisch, so haben sie dieselbe Lage, als wäre /\ m, aus anfänglicher 
Parallelstellung zu \ M, um die Gerade M,m, als Axe um 180° gedreht, 
somit wieder parallel zum Ausgangsdreieck. 

Weil nun die Dreiecke m, und m, dem /\ m, parallel stehn, und 
die Dreiecke M" und M" ebenfalls dem Ausgangsdreiecke parallel stehn, 
so würden auf der Peripherie um M, die Centra von sechs congruenten 
parallelstehenden Dreiecken liegen, während auf der entsprechenden Peri- 
pherie um M die Centra nicht parallel stehender Dreiecke sich befänden, 
indem ja /\ M, andere Stellung als / M und somit als die Dreiecke m, 


und m; hat. Dies widerspräche aber der Regelmässigkeit. 

Hiernach hat sich nur ein neues System Ill. ergeben. Es wird gebildet 
aus parallel stehenden congruenten regulären Dreiecken, deren Mittelpunkte die 
Knoten eines Netzes gleichseitig drereckiger Maschen einnehmen. (Fig. 7). 

Bemerkenswerth sind zwei Specialfälle: Beim ersten (Illa.) sind dıe 
Dreiecksseiten, beim zweiten (IlIb.) die Dreieckshöhen den Maschenseiten 
parallel. (Fig. 8 und 9.) 
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Jetzt sı n—4. 

Um jedes der vier parallelen das Ausgangsquadrat umstehenden und 
ihm congruenten Quadrate müssen wieder vier Quadrate in derselben Weise 
herumstehen; so z. B. um das Quadrat mit dem Centrum M,. Eins der 
dieses Quadrat umstehenden muss nun mit dem Ausgangsquadrat zusam- 
menfallen, weil sonst innerhalb des mit MM, als Radius um M beschrie- 
benen Kreises noch Quadratcentra gefordert würden, die somit zu nahe an 
M lägen. — Das Quadrat M muss also jetzt zum Quadrat M, dieselbe 
Lage haben, wie letzteres zu ersterem, d. h. (wie bei den Dreiecken) beide 
stehen entweder parallel oder symmetrisch. Durch Weiterführung dieser 
Construction gelangt man zu zwer neuen Systemen IV. und V. (Fig. 10 
und 11), gebrldet aus lauter congruenten Quadraten, deren Mittelpunkte dıe 
Knoten eines Netzes quadratischer Maschen einnehmen. Beim ersteren System 
sind sammtliche Quadrate parallel; beim letzteren sind die eine Masche um- 
stehenden abwechselnd parallel, je zwei benachbarte aber symmetrisch gestellt. 

Bemerkenswerth sind zwei Specialfälle; Beim ersten (IVa.) sind die 
Seiten, beim zweiten (1Vb,) dıe Diagonalen der Quadrate den Maschenseiten 
parallel (Fig. 12 und 15). 

Es seı n=6. 

Um jedes der sechs parallelen, das reguläre Ausgangssechseck um- 
stehenden und ıhm congruenten Sechsecke müssen wieder sechs Sechsecke 
in derselben Weise herumstehen; so z. B. um dasjenige mit dem Centrum 
M,. Zu den dieses umstehenden gehören nun die Sechsecke mit den Üen- 
tren M und M,, welche somit ebenfalls parallel stehen müssen. Demnach 
besteht das System aus lauter parallelen congruenten regularen Sechsecken, 
deren Centra die Knoten eines Netzes gleichseitig dreieckiger Maschen eıin- 
nehmen. 

Abgesehen von dem Grössenverhältniss der Sechsecke und Dreiecke 
ist dieses System dasselbe wie No. l. Von den zwei bemerkenswerthen 


Specialfällen, dass zwei benachbarte Sechsecke mit den Seiten, und dass sie 


mit den Ecken gerade gegenüberstehen, ist der erstere in Fig. 3 enthalten; 
den andern (la.) zeigt Fig. 14. 
$. 5. Die ım Fall 2a) möglichen Systeme. Um das ganz- oder 


halbreguläre 2n-eck stehen 2n ihm congruente Polygone, so dass ıhre Centra 
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eine um M beschriebene Kreislinie in abwechselnd gleiche oder auch in lauter 
gleiche Theile theilen. Je zwei benachbarte Aussenpolygone stehen zu ein- 
ander symmetrisch in Bezug auf einen kleinen Halbmesser des Ausgangs- 


polygons. n darf nur den Werth 2 oder 3 haben. 
Zunächst sei n=?. 


Um jedes der vier, das Ausgangsrechteck umstehenden, ihm con- 
gruenten Polygone müssen vier neue in derselben Weise herumstehen. Man 
zeigt wie früher, dass ım Allgemeinen eins der um M, stehenden Üentra 
mit M zusammenfallen muss. Nur wenn der Abstand zweier Aussencentra 
gerade gleich MM, ist, scheint es zunächst, als wenn M nicht zu den vier 
M, umstehenden Oentren m,, m;, m;, m, zu gehören brauchte, sondern als wenn 
zwei von ihnen ın die Schnittpunkte der mit dem Radius MM, um M 
und M, beschriebenen Kreise fallen könnten, so dass die Punkte m die 
Lage der Fig. 15 hätten, wobei m, ın M, fällt. Da nun das Polygon M,; 
gegen M, dieselbe Lage hat, wie M, gegen M, und da die ersteren zwei 
Polygone zu einander symmetrisch stehen, so müssen auch die letzteren zweı 
in derselben Art symmetrisch stehen. Eine Seite des ganz- oder halbregu- 
lären Vierecks bei M ist aber parallel MM,; die entsprechende Seite des 
Vierecks bei M, müsste also parallel m, M, sein. Dies widerspricht aber 
der symmetrischen Stellung beider Polygone. Somit folgt, dass eins der 


um M, stehenden vier Gentra ın M fallen muss. 


So lange nun zwei nächstbenachbarte Aussencentra MM, einen von 
MM, verschiedenen Abstand haben, können sich die vier um M, stehenden 
Centra nur so anordnen, dass das von ihnen gebildete Rechteck parallel 
liegt zu dem von M, M, M, M, gebildeten, weil sonst zwei Centra näher 
aneinander kämen als MM,.. In diesem Fall bilden die ÜOentra eın 
Netz rhombischer Maschen. Ist dagegen MM, = MM,, so kann eins 
der M, umstehenden Oentra in M, fallen. Dann entsteht eine Anordnung 
der Polygoncentra nach abwechselnd regulär sechseckigen und dreieckigen 
Maschen, wovon Fig. 15 ein Bild giebt, wenn darın m, und m, unbesetzt, 


Punkt ı. aber besetzt gedacht wird. 


Das Polveon M muss nun zu M, dieselbe Lare haben, wıe letzteres 
ys 1 o 


zu ersterem, d. h. beide stehen entweder parallel oder symmetrisch. Zu- 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVI. Heft 1. S 
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nächst wird die Anordnung der Centra nach rhombischen Maschen verfolgt. 
Dann müssen, bei Parallelstellung der Vierecke M und M, sämmtliche 
Vierecke parallel stehen. Dies liefert das System VI. (Fig. 16), gebildet 
aus lauter parallelen congruenten Rechtecken (im speciellen Fall: Quadraten), 
deren (Centra die Knoten eines Netzes rhombischer Maschen einnehmen, und 
deren Seiten den Maschendiagonalen parallel sind. Ä 

Jetzt mögen die Vierecke M und M, symmetrisch stehen. Da ihre 
Seiten den Seiten der durch die herumstehenden vier Centra zcbildeten 
kechtecke, d. h. den Diagonalen der rhombischen Maschen, parallel laufen 
müssen, so ist die symmetrische Stellung nur dann möglich, wenn die Linie 
M M, mit den Richtungen der Polygon-Seiten einen halben rechten Winkel 
bildet, d.h wenn die rhombische Masche eine quadratische ist. So ent- 
steht das System VII. (Fig. 17), gebildet aus congruenten Rechtecken, deren 
Centra die Knoten eines Netzes quadratischer Maschen einnehmen, wahrend 
die vier eine Masche umstehenden Rechtecke ıhre eine Sertenart abwechselnd 
der einen und der anderen Maschendiagonale parallel liegen haben. Ein- 
führung von (Quadraten statt der Rechtecke gäbe das frühere System 
(Fig. 13). 

Im Falle der abwechselnd sechs- und dreieckigen Maschen ist Parallel- 
stellung der Polygone M und M, unmöglich, weil diese nothwendig rhom- 
bische Maschen nach sich zieht. Es bleibt nur die symmetrische Stellung 
übrig; und weil von den drei eine regulär-dreieckige Masche bestimmen- 
den Polygonen M, MM, jedes zum andern in derselben Weise symmetrisch 
stehen muss, so ıst die einzig mögliche Anordnung folgende: System VII. 
(Fig. 18), gebildet aus congruenten Rechtecken (im speciellen Fall: Quadra- 
ten), deren Üentra die Knoten eines Netzes von abwechselnd regulär sechs- 
sertigen und regular dreiseitigen Maschen einnehmen, und deren ewne Seıten- 
art den Seiten der drereckigen Maschen parallel ist. 

Jetzt sın=3. 

Die Lage der sechs, das ganz- oder halbreguläre Ausgangssechseck 
umstehenden ÜOentra ist eindeutig bestimmt. Sie müssen um MM, von 
einander abstehen und zwar auf den (zu verlängernden) grossen Halbmessern 


des (zu diesem Zweck als ganzregulär zu denkenden) Ausgangssechs- 


ecks liegen. 








“ 
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Um M, müssen sechs Polygone in derselben Weise herumstehen wie 
um M; also müssen M und M, zu diesen um M, herumstehenden gehören. 
Da aber je zwei benachbarte Aussenpolygone zu einander symmetrisch 
stehen, so müssen die Polygone M und M, auch symmetrisch stehen. Da 
ferner die Lage des Centrums M, gegen das Ausgangspolygon M gegeben 
ist, so kann man um M, das zu M symmetrisch stehende Sechseck unmit- 
telbar construiren und findet diese symmetrische Stellung nicht verschieden 
von der Parallelstellung. Somit müssen sämmtliche Sechsecke parallel stehen. 
Dies liefert das System IX. (Fig. 19), gebildet aus congruenten parallelen 
halbregulären Sechsecken, deren Centra die Knoten eines Netzes regulär 
dreiseitiger Maschen einnehmen, und deren Seiten den Maschenseiten 
parallel sind. 

Einführung von ganzregulären Sechsecken statt der halbregulären 
giebt das frühere System der Fig. 14. 


8.6. Die im Fall 2b) möglichen Systeme. Um das ganz- oder halbreguläre 
In-eck stehen n ıhm congruente Polygone in der Weise herum, dass 
die Verbindungslinien von M mit den Centren der äusseren Polygone durch 
die Mitten der abwechselnden Seiten des Ausgangspolygons gehn und das 
betreffende äussere Polygon symmetrisch theilen. Je zwei benachbarte 
Aussenpolygone stehen symmetrisch zu einander. n kann die Werthe 2. 
3, 4, 6 haben. 

Zunachst sei n=2. 

Das äussere Viereck M, kann durch die Linie M M, aut drei Arten 
symmetrisch getheilt werden: Wenn es ein Quadrat ıst, kann seine Dia- 
gonale mit MM, zusammenfallen; und wenn es ein Rechteck (oder Quadrat 
ist, kann MM, durch die Mitte der einen oder der anderen Seıtenart hin- 
durchgehn. — Im ersten Fall würden die um M, herumstehenden Centra 
zu nahe an M fallen, so dass ein derartiges System nicht möglich ıst. Als 
zweiten Fall nehmen wir den, wo sıch das äussere und das Antangsrecht- 
eck ungleiche Seiten zuwenden. Durch Weiterführung dieser Construction 
erhält man eın System, gebildet aus congruenten Rechtecken (im speciellen 
Fall: Quadraten), deren Üentra die Knoten eines Netzes quadratischen 


Maschen einnehmen, wahrend von den wier eine Masche umstehenden Recht- 


S* 
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ecken abwechselnd die langere und die kürzere Seite einer und derselben 
Maschenseite parallel lauft. Dies System ist indess, wenn von dem 
(rössenverhältniss der Rechtecke und Quadrate abgesehn wird, nicht ver- 


schieden von System V. 


Es erübrigt der letzte Fall, dass die Rechtecke M und M, sich 
gleiche Seiten zuwenden. Hieraus entsteht eın System mit lauter con- 
gruenten parallelen Rechtecken (oder (uadraten), deren Üentra ın 
gleichen Abständen auf einer unendlichen Geraden stehn, und deren 
eine Seitenart dieser Geraden parallel vst. Soll nun das System nach zwei 
Dimensionen unendlich sein, so müssen noch ausserhalb jenes unendlichen 
Streifens Systempunkte existiren; dieselben müssen, zufolge der Regelmäs- 
sigkeit, eben solchen Streifen angehören. Alle diese, mit Öentren congru- 
enter paralleler Rechtecke besetzten Geraden müssen parallel laufen, weil 
ihr Schnitt stets zwei Centra liefern würde, deren Abstand < MM,, was 
unerlaubt. Natürlich folgen diese Geraden ın gleichen Abständen auf ein- 
ander. Zwei nächstbenachbarte dieser Geraden werden betrachtet; M und 
m seien zwei auf der einen und der andern Geraden liegende Centra von 
der Lage, dass ein kleinerer Centralabstand zwischen beiden Geraden über- 
haupt nicht vorkommt. Dann sind nur zwei Lagen für m möglich: Ent- 
weder fällt seine senkrechte Projection auf die andere Gerade mitten 
zwischen zwei Nachbarcentra, oder in ein Oentrum. Denn in jedem anderen 
Fall würde die Regelmässigkeit fordern, dass ausser m noch drei andere 
Uentra um M ständen, welche zusammen eine rechteckige Masche bildeten. 


Diese neuen Centra würden aber zu nahe an schon vorhandene zu liegen 
kommen. 


Im ersteren der beiden möglichen Fälle entsteht ein von VI. nicht 
wesentlich verschiedenes System, indem jetzt nur die kleine Diagonale der 
rhombischen Maschen — die Maschenseite sein muss, während sie dort 
> war. 

Im anderen Fall entsteht das System X. (Fig. 20), gebildet aus con- 
gruenten parallelen Rechtecken (im speciellen Fall: Quadraten), deren Üentra 


die Knoten eines Netzes mit rechteckigen Maschen einnehmen, und deren 


Seiten den Maschenseiten parallel sind. 
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Jetzt sın=3. 

Das äussere Sechseck kann durch die Linie MM, auf drei Arten 
symmetrisch getheilt werden: Wenn es ein reguläres Sechseck ist, kann 
einer seiner grossen Halbmesser mit MM, zusammenfallen; wenn es ein 
halb- (oder ganz-) reguläres Sechseck ist, kann MM, durch die Mitte der 
einen oder andern Seitenart hindurchgehn. Im ersteren Fall werden, bei 
Fortführung der Construction, Centra zu nahe an M gefordert. Im andern 
Fall können sich wiederum die Polygone M und M, gleiche oder ungleiche 
Seiten zuwenden. Beides liefert keine wesentlich neuen Systeme, abgesehen 
von dem Grössenverhältniss der auftretenden Polygone; denn man wird nur 
auf System VIII. und System Il. geführt. 

Wenn endlich n=4 oder 6 ıst, dürfen sich zwei Nachbarpoly- 
sone weder Ecke und Seite, noch ungleiche Seiten zuwenden, weil dadurch 
Centra zu nahe an M gefordert werden. Wenn sich aber je zwei be- 
nachbarte halb- oder ganzreguläre Achtecke oder desgleichen Zwölfecke gleiche 
Seiten zuwenden, so entstehen Systeme, die, abgesehen vom Grössenverhältniss 
der Polygone, nicht von den Systemen VII. und VIII. verschieden sind. 

$. 7. Die Polygone greifen nicht ın einander. Ueber die gegen- 
seitige Lage der congruenten Polygone ist nur vorausgesetzt worden, dass 
sie keine Ecke gemeinsam haben. Ob sie aber ganz ausser einander liegen, 
(wie stets bei der Zeichnung angenommen), oder ob sie z. Th. in einander 
greifen, ist unerörtert geblieben. Die Unstatthaftigkeit des letzteren Falls 
sieht man so ein: Man vergrössere bei irgend einem der gefundenen Sy- 
steme die Polygone, während die Orte der Centra und somit die Maschen 
unverändert bleiben, bis zum Ineinandergreifen. Dann folgt aus der Regel- 
mässigkeit, dass im Innern eines jeden Polygons durch die hineinfallenden 
Punkte ein ganz- oder halbreguläres Polygon entsteht. Diese kleineren 
Polygone hängen, gleich den ursprünglichen (vor der Vergrösserung) nicht 
mit den Ecken zusammen. 

Sonach besässe das System ısolirte Polygone, die kleineren Kreisen 
eingeschrieben wären als das Ausgangspolygon, und das war ausdrücklich 


ausgeschlossen. Also kann durch Vergrösserung bis zum Ineinandergreifen 


kein System entstehn, das von einem der gefundenen verschieden wäre. 
$.8. Resultat dieses Capitels. Es giebt zehn wesentlich verschiedene 
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unbegrenzte regelmässige Punktsysteme mit ganz- oder halbregulären iso- 
lirten Polygonen, in vier Gruppen zusammenfassbar: 

l. Systeme mit gleichseitigen Dreiecken, welche entweder parallel und 
mit ihren Öentren in den Knoten regulär dreiseitiger Maschen (System Ill.), 
oder parallelseitig aber verwendet (l.), oder symmetrisch (II.) in den Knoten 
regulär sechsseitiger Maschen liegen. 

2. Systeme mit Quadraten, welche parallel (IV.) oder symmetrisch 
(V.) ın den Knoten quadratischer Maschen liegen. 

3. Systeme mit Rechtecken (oder (Quadraten), welche parallel in 
den Knoten rhombischer Maschen, mit den Seiten den Maschendiagonalen 
parallel (VI.) liegen; oder parallel in den Knoten rechteckiger Maschen, 
mit, den Seiten den Maschenseiten parallel (X.); oder in den Knoten qua- 
dratischer Maschen, mit den Seiten abwechselnd den Maschendiagonalen 
parallel (VII.); oder in den Knoten von abwechselnden regulär sechs- und 
dreiseitigen Maschen, mit der einen Seitenart den Seiten der dreieckigen 
Maschen parallel. (VIII) 

4. Systeme mit halbregulären parallelen Sechsecken, die in den 
Knoten gleichseitig dreieckiger Maschen liegen, mit den Seiten den Maschen- 
seiten parallel. (IX.) 

Durch besondere Annahmen über das Grössenverhältniss von Poly- 
sonen und Maschen, sowie, wo noch Unbestimmtheit vorhanden war, über 
die Neigung der Polygon- gegen die Maschenseiten und über die Maschen- 


winkel, ergeben sich zahlreiche Specialfälle. 


Capitel Il. 


Anfang der systematischen Aufsuchung aller regelmässigen Punkt- 
systeme. Hülfssätze. 
$. 9. Das Elementardrereck. A sei ein Punkt eines unbegrenzten 
regelmässigen Punktsystems. Ist der kleinste überhaupt vorkommende Ab- 
stand zweier Systempunkte —=c, so muss sich zufolge der Regelmässigkeit 
ein Punkt B vorfinden, so gelegen, dass A5b=c. Ferner sei Ü ein Sy- 
stempunkt, so gelegen, dass er unter allen, die Punkte A, B und einen dritten 


Systempunkt zu Ecken habenden Dreiecken ein Dreieck kleinsten Umfangs 


bestimmt. Es ist nieht undenkbar, dass ein anderer Systempunkt D existirt, 
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so gelegen, dass AD==c, und dass über dieser Linie auf die vorige Art 
ein Dreieck noch kleineren Umfangs construirt werden kann. Dann soll 
letzteres gewählt werden; es heisse ein Elementardreieck. Das Elementar- 
drereck st also durch drei Eigenschaften definırt: 

1. Seine Ecken sind Systempunkte. 

2. Mindestens eine seiner Seiten vst gleich dem kleinsten Punktabstand ce. 

3. Unter allen, den vorigen zwei Bedingungen genügenden Dreiecken 
hat es den kleinsten Umfang. 

Wenn etwa mehrere Arten von Elementardreiecken existirten, so 
wird irgend eine derselben der folgenden Construction zu Grunde gelegt. 
Die Seiten des Elementardreiecks (Elementarlinien) seien a, b, c, die gegen- 
überliegenden Ecken A, 5, (, die dortigen Winkel «,/3,y. Diese Winkel 
mit den ihnen im Elementardreieck zukommenden Schenkellängen heissen 
Elementarwinkel. Zunächst wird das Elementardreieck stets von ungleichen 
Seiten vorausgesetzt; dann sei a >b>ec, alo « >P>y. 

Die Regelmässigkeit fordert, dass sich bei dem Punkt A als Scheitel 
jeder der drei Elementarwinkel vorfindet. Also gehn von A als gemein- 
samer Ecke drei Elementardreiecke aus, welche entweder sämmtlich con- 
gruent sind, oder deren eines symmetrisch zu den beiden anderen ist. 
Dasjenige von ihnen, welches den <« bei A liegen hat, heisse A; die 
andern, welche < 3 und <Xy in A hiegen haben, heissen resp. /\ und /\". 
Die Ecken dieser letzteren werden analog wie dıe von /\, jedoch ein- oder 
zweimal gestrichelt, bezeichnet. Zur Gewinnung fester Vorstellungen wird 
/S stets so liegend gedacht, dass c von A aus horizontal nach rechts ver- 
läuft und Ü oberhalb liegt. 

Innerhalb eines jeden der beiden Hauptfälle (dass nämlich alle drei 
Dreiecke congruent, oder eines symmetrisch zu den anderen) sınd wieder 
die Fälle zu unterscheiden, wo drei oder zwei der Dreiecke aneinander 
oder theilweise auf einander, oder wo alle frei liegen. Ferner sind jedes- 
mal die Fälle des spitz-, stumpf- und rechtwinkligen Elementardreiecks zu 


untersuchen. 
$. 10. Hülfssatze. 
Satz1. Im Innern der Ellipse, welche durch Ü geht und A, B zu Brenn- 


punkten hat, (Elementarellipse) kann kein anderer Punkt des Systems liegen. 
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Beweis: Diese Ellipse ist der geometrische Ort der Spitzen aller 
über der Grundlinie c stehenden Dreiecke kleinsten Umfangs a+b-+e 
und jeder Punkt innerhalb derselben würde ein über c stehendes Dreieck 
kleineren Umfangs bestimmen, was unmöglich. 

Folgerungen: a. Das Elementardreveck vst auf Flache und Seiten 
frei von Systempunkten. 

b. Zwei Elementardreiecke können nicht so liegen, dass zwei Seiten 
verschiedener Lange auf einander fallen. Denn sonst trüge eine Seite des 
einen von ihnen einen Systempunkt. 

Satz 2. Der kleinste Winkel, den die von einem Punkt auslaufenden 
Elementarlinien a und b einschliessen können, ist y, der kleinste zwischen 
b und ce ist a, der kleinste zwischen ce und a ıst 9. KEbenso ist der 
Winkel zwischen ce und c>a, derjenige zwischen b und b >y. 

Beweis. 1. Schlössen die von einem Punkt auslaufenden a und 5 
einen Winkel ein <y, so wäre seine Gegenseite <c, was unmöglich, da 
c der kleinste Punktabstand des ganzen Systems ist. 

2. Schlössen die von einem Punkt auslaufenden 5 und ce einen 
<a ein, so wäre seine Gregenseite <a. Dieses die Seite c enthaltende 
Dreieck hätte also einen Umfang <a—+b5b-+c, was unmöglich. 

3. Analog folgt, dass zwischen ce und «a kein kleinerer X als 2 
liegen kann. 

4. Wäre der Winkel zweier von einem Punkt auslaufender ce gleich «, 
so brauchte man das hierdurch bestimmte Dreieck, dessen dritte Seite « 
heisse, nur so auf das Elementardreieck zu legen, dass die gleichen Stücke 
auf einander fielen, um zu sehen, dass «@ <a sein muss. Dies die Seite 
c enthaltende Dreieck hätte also einen Umfang <a—+tb+c, was un- 
erlaubt. — Dies gilt um so mehr, wenn der Winkel zwischen beiden c 
<o Ist. 

5. Wäre der Winkel zwischen zwei 5b gleich y, so wäre die 
Gegenseite —<c, was unmöglich. Dies gilt um so mehr, wenn der Winkel 
<y ist. 

Satz 3. Dass zweı einen Eckpunkt gemeinsam habende Elementar- 
drereche theilwerse auf einander fallen, vst unmöglich für das spitzwinklige 
Elementardrereck; für das stumpfwinklige und rechtwinklige ist es zweifach 
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möglich, nämlıch so, dass beide die Seite b oder c gemein haben und sym- 
metrisch zu einander liegen. 

Beweis in drei Theilen: 

l. Zunächst wird versucht, bei Ü den Elementarwinkel « des zweiten 
Dreiecks irgend wie auf das erste zu legen. 

a) Das Elementardreieck sei spitzwinklig (@« <1R). 

Man lege durch Ü die Gerade MUN ADB; dann kann, nach den 
vorigen zwei Sätzen, von Ü aus keine Elementarlinie ce ın denjenigen durch 
MN begrenzten Theil der Ebene verlaufen, ın welchem das erste Elemen- 
tardreieck liegt, sondern sie kann höchstens in die Gerade MN selbst tallen, 


nach der einen oder andern Richtung von (Ü aus. Man mache jetzt 





CD=ÜE=ec (Fig. 21), und lege den Elementarwinkel «, der ja die 
Schenkel 5 und ce hat, mit seinem Schenkel e ın ÜD oder n ('E, so dass 
b nach der Seite von MN hin verläuft, wo das Dreieck liest. In UD 
angelegt bleibt dieser Elementarwinkel ganz ausserhalb des Dreiecks ABC, 
indem beide gerade in anstossende Lage kommen. In UE angelest, würde 
co seinen Schenkel 5 ganz ım Innern des Dreiecks haben, da « > 7. aber 
<j-+y ist. So würde ein Systempunkt ın das Klementardreieck fallen, 
und das ıst unmösglıch. 

Verändert man nun die Lage des Elementarwinkels » durch Drehung 
um Ü, so ist dies nur so möglich, dass c ın den freien Theil der Ebene 
jenseits MN verläuft. Hierbei erhält man jedenfalls so lange unmög- 
liche Lagen, als der Schenkel 5 noch ın das Dreieck ABU hineinragt: 
verläuft er aber ausserhalb, so liegen beide Dreiecke gänzlich ausser 
einander. So erkennt man, dass, von gemeinsamem Scheitel aus. der 
Elementarwinkel « überhaupt nicht auf y fallen kann,— und ebensowenig 
y auf o. 

b) Das Elementardreieck sei recht- oder stumpfwinklig (» > 12), 

Man lege von Ü aus den <a beiderseits an (A an, so bilden 
die beiden freien Schenkel den <DUE (Fie. 22). Nach den vorigen 
Sätzen darf nun von Ü aus keine Elementarlinie ce in den convexen 
Winkelraum DCE verlaufen, sondern nur in den concaven oder in seine 
Schenkel. Bei Anlegung an ÜD bleibt der Elementarwinkel « ganz ausser- 
halb des Dreiecks; bei Anlegung an ÜE fällt sein Schenkel 5 in (A. Dies 
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ıst eıne mögliche Lage, ber der beide Dreiecke theilweise auf einander fallen. 
Sıe liegen symmetrisch und haben b gemein. Bei Drehung des Elementar- 
winkels « um Ü, so dass ce in den concaven Winkel DCE ragt, ergeben sich 
jedenfalls so lange unmögliche Lagen (weil der Endpunkt von 5 einen 
Systempunkt im /\ ABC liefert), bis beide Dreiecke überhaupt nicht mehr 
auf einander fallen. 

2. Verfährt man, um den Elementarwinkel ‚3 des zweiten Dreiecks 
von Ü aus auf das erste zu legen, genau so wie vorher, so ergiebt sich 
sar keine Möglichkeit des theilweisen Aufeinanderfallens beider Dreiecke. 
Ebensowenig wie 9 auf y darf dann natürlich y auf / fallen. 

3. Jetzt wird versucht, bei A den Elementarwinkel ‚3 des zweiten 
Dreiecks auf das erste zu legen. Man ziehe (Fig. 21) von A aus zwei 
Linien, AF=AG=ec so, dss X FAU=GAB=a«a. Dann kann c 
von A aus nicht anders in den convexen Winkel FA(@ hineinragen, als 
indem es auf AB fällt. Legt man den Elementarwinkel 3 an AF oder 
AG an, so bleibt er ganz ausserhalb des Dreiecks ABU. Die einzige Art, 
ıhn auf dies Dreieck fallen zu lassen, ıst, wenn sein Schenkel c auf AB 
fällt, so dass BAU=7/. Solange nun « IR, ist dies unmöglich, weil 
UÜÜ<e sein würd. Für «>1R vıst dies aber eine mögliche Lage des 
theilweisen Aufeinanderfallens beider Dreiecke. Sie liegen symmetrisch 
und haben c gemein. Natürlich ist für das Aufeinanderfallen von « auf 8 
dieselbe Lage die einzig mögliche. 

Hiermit sind alle Möglichkeiten erschöpft, zwei Elementarwinkel von 
gemeinsamem Scheitel aus auf einander zu legen. 

Satz 4. In einem System mit stumpf- oder rechtwinkligem Elemen- 
tardreieck kann die kürzeste Elementarlinie von einem Systempunkt höchstens 
zweimal auslaufen. 

Beweis. (Fig. 22). Trägt man in A den Winkel « an A C nach aussen 
an, =FAÜ, und an Ab einen ganz wenig grösseren Winkel als «, 
—(rAB, so kann in den convexen Winkelraum FA@G von A aus kein c 
verlaufen, ausser auf AB fallend; und in den concaven Winkel FA@ (oder 
in seine Schenkel) darf auch nur ein c fallen, weil dieser Winkel < « ıst, und 
(nach Satz 2) der Winkel zweier c >a«a sein muss. .\lso laufen von A 


überhaupt höchstens zwei c aus. 
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Zusatz. Ist das stumpfwinklige Elementardreieck gleichschenklig 
(b==c), so dürfen von A drei ( auslaufen. 

Satz 5. In emem System mit stumpfwinkligem Elementardreieck 
kann ein und derselbe Punkt nur in der Art Scheitel für zwei Elementar- 
winkel « zugleich sein, dass beide symmetrisch sind. 

Beweis. Wenn beide congruent wären, müssten um den Punkt A 
vier « herumliegen (Satz 1 und 2), was unmöglich ist. 

Zusatz. Ist das Elementardreieck rechtwinklig, so können auch 
zwei congruente Elementarwinkel « die Scheitel in demselben Punkt haben. 


namlich indem sie als Scheitelwinkel liegen. 


Capitel II. 


Aufsuchungaller Systeme, ın denen drei congruente ungleichseitige Ele- 
mentardreiecke mit verschiedenen Winkeln bei demselben Punkt liegen. 

$. 11. Hier sind drei Fälle möglich, die nach einander zu behandeln 
sind: 

l. Alle drei Dreiecke liegen aneinander, indem zwei gleiche Seiten 
zweier benachbarten zusammenfallen. 

2. Nur zwei Dreiecke aneinander, das dritte getrennt. 

3. Alle drei Dreiecke getrennt. 

Theilweises Aufeinanderfallen dieser drei Dreiecke ist, da sıe con- 
gruent sind, ausgeschlossen. (Satz 3). 

$. 12. Erster Fall: alle drei Dreiecke aneinander, 


Dies ıst — abgesehn vom stumptwinkligen Elementardreieck — ın 


f 4 


dreifacher Art möglich, nämlich in der Reihenfolge A. oder NN A 
oder N". (Fig. 23, 24, 25); für das stumpfwinklige Dreieck nur 
in der dritten Reihenfolge. (Satz 1). 

a) Reihenfolge S/N /S" (Fig. 25). Zwei geradlinig aneinander gesetzte 
Elementarlinien 5, wie bei A, müssen sich bei jedem Punkt des Systems 
finden: so bei 3. Zieht man nun durch D eine Parallele zu AC, so darf 
von B aus kein b in denjenigen durch diese Parallele begrenzten Theil der 
Ebene, in welchem die drei Dreiecke liegen, hineinlaufen (Satz 2): also 
kann der geradlinige Zug bb bei B nicht anders vorkommen, als indenı 


das schon vorhandene bJ=(ÜB über D hinaus um 5b verlängert wird. 
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Ebenso muss AU=b über 5 hinaus um 5 verlängert werden; u. s. f. 


Folglich sınd die Punkte dieses Systems auf jeder von zwei unendlichen 
Parallelen ın gleichen Abständen b angeordnet; und andere als diese Punkte 
dürfen auf oder zwischen den Parallelen nıcht vorkommen. 

b) Reihenfolge N" A (Fig. 24). Man findet ebenso, dass die 
Punkte auf zwei unendlichen Parallelen in den Abständen c angeordnet 
sen müssen. 

c) Reihenfolge N" AN (Fig. 25). Für das spitzwinklige Elemen- 
tardreieck findet man ebenso zwei unendliche, ın den Abständen a mit 
Punkten besetzte Parallelen. 

Dasselbe gilt auch natürlich für das recht- und stumpfwinklige Ele- 
mentardreieck; jedoch zunächst nicht als einzig mögliche Anordnung. Denn 
jetzt kann a von B aus auch in das Dreieck /\' hineinragen. 

Ein dem von A auslaufenden Linienbündel entsprechendes von 3 aus- 
gehn zu lassen, so dass a in /\ ragt, ist zweifach möglich: entweder liegt es 
symmetrisch zum ersteren, so dass c in sich selbst fällt (Fig. 25); oder es 
ist zwar symmetrisch zum ersteren, liegt aber so, dass 5b in BU fallt 
(Fig. 26). 

Im ersteren Fall werden die Systempunkte Z, F,@ gefordert. Da 
jetzt (ausser wenn «@—=1#t) von A, und somit von jedem Systempunkt, nur 
ein c auslaufen kann (Satz 2), so müssen sich, sowohl ın U als in F\, an 
die dortigen ce je zwei Elementarwinkel « anlegen, ganz wie in A. Dies 
führt auf die Punkte 7 und /, deren Abstand =c. Dem bei Ü vorhandenen 
Linienbündel muss ein eben solches bei 5 entsprechen, so dass c auf BA 
fällt. Dies führt unter allen Umständen auf Punkt D, welcher so liegt, 
dass die geradlinige Verlängerung von ÜB über 5 hinaus um « ihn trifft. 
Folglich geht auch jetzt durch 5 der geradlinige Zug 5b // demselben bei A, 
gerade wie beim spitzwinkligen Elementardreieck. Durch Fortführung der 
Construction entsteht ein unbegrenztes System. — Beim rechtwinkligen Ele- 
mentardreieck wird man zu einer Anordnung nach lauter anstossenden con- 
gruenten Rechtecken geführt, welche die ganze Ebene erfüllen, so dass auch 
hier der Punkt D vorkommt. 

Im andern Fall (Fig. 26) stossen ın 5 zwei Elementarwinkel « mit 


dem Sehenkel 5 aneinander. Da nun nicht mehr als zwei c von einem 
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Punkt ausgehen können (Satz 4), so muss Linie (’F in (’ einem der beiden 
c bei B entsprechen. Also wird von hier aus ÜD==c gefordert; so dass 
also auch jetzt der Punkt D, wie im vorigen Fall, als Systempunkt existiren 
muss. Durch Fortführung der Construction entsteht ein unbegrenztes System. 

Also unter allen Umständen fordert das Vorhandensein dreier an- 
einanderliegender Elementardrerecke die Existenz eines unendlichen Streifens, 
dessen parallele Grenzlinıen mit Systempunkten ın gleichen Abständen a 
oder b oder ce besetzt sind. Für «> 1X sind zwei Systeme gefunden, die 
als Specialfälle der folgenden allgemeinen Anordnung erkannt werden. 

$. 13. Fortsetzung des ersten Falls. 

Soll das System nach zwei Dimensionen unbegrenzt sein, so muss 
es ausserhalb des unendlichen Streifens noch Punkte besitzen. Unter ihnen 
seı P ein solcher, dass kein anderer näher als er an einer der Grenzlinien 
des Streifens liege. Von den Punkten dieser Grenzlinie seien A und B die 
beiden nächsten an P (Fig. 27). Welche Seite des Elementardreiecks 
nun auch den wiederkehrenden Abstand der Punkte der Grenzlinie bilden 
mag, so darf doch stets angenommen werden, dass diese Elementarlinie 
von jedem Systempunkt nur nach zwei gerade entgegengesetzten Richtungen 
verläuft, nämlich nach den in die Grenzlinie fallenden; denn die speciellen 
Fälle, wo sie nach zwei anderen entgegengesetzten Richtungen verläuft, 
sind bereits im vorigen $. erledigt und haben auf unbegrenzte Systeme 
geführt. Schliesst man nun vorläufig Systeme mit rechtwinkligem Elementar- 
dreieck aus, so kann ein dem von A ausgehenden Linienbündel ent- 
sprechendes nur in einer Lage bei 5 vorkommen, und fordert dann 
einen Punkt Q, so gelegen, dass PQ= und //AB. So folgt, dass P' 
einem zum Ausgangsstreifen parallelen und mit ıhm übereinstimmenden 
Streifen angehören muss. — Dass dies auch für Systeme mit rechtwinkligem 
Elementardreieck gilt, ist noch zu beweisen; denn hier kann das bei B 
liegende Bündel demjenigen bei A in zweifacher Art entsprechend angelegt 
werden. Wäre hier der durch P gehende, dem anfänglichen congruente 
Streifen ihm nicht //, so müssten sie durch einander hindurchgehn. 

Dies kann nun nicht so geschehn, dass beide einen Systempunkt 
gemein hätten, weil von diesem ja der Punkt-Abstand der Grenzlinie nach 
vier Richtungen ausgehn würde. Dass beide Streifen aber auch nicht auf 
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andere Art sich durchschneiden können, folgt auf demselben Wege, auf 
dem in $. 21 Cap. IV. die Unmöglichkeit des Durcheinandergehns alternirend 
besetzter Streifen nachgewiesen werden wird. Die dortigen Betrachtungen 
passen auf den vorliegenden Fall, sobald «—=1R gesetzt wird. — Der 
durch P gehende Streifen muss also dem anfänglichen parallel sein. 

Im Allgemeinen wird die Forderung der Regelmässigkeit nur dann 
erfüllt, wenn der durch P gehende Streifen dem durch A gehenden congruent 
ist. Wie der zweite gegen den ersten, muss nun ein dritter gegen den 
zweiten liegen, u. s. f. 

So ist ein regelmassıges umbegrenztes System gefunden, XI. (Fig. 27), 
bestehend aus lauter congruenten, parallelen, unendlichen Streifen, welche 
in gleichen Abständen von einander stehn, gleich viel und in demselben 
Sinne gegeneinander verschoben sınd, und auf ıhren beiden Grenzlinien 
Systempunkte ın gleichen Abständen tragen. Dies ist das von Wiener auf 
ganz anderem Wege gefundene System. 

Es hat unter Anderem folgende bemerkenswerthe Specialfälle: 

a) Wenn der Abstand zweier Streifen gleich der Streifenbreite und 
AP die geradlinige Fortsetzung von UA ist, entsteht das allgemeine paral- 
lelogrammatische Netz, welches bravars seinen krystallographischen Be- 
trachtungen zu Grunde gelegt hat. (Fig. 28). 

b) Abstand zweier Streifen gleich der Streifenbreite, aber AP sym- 
metrisch gelegen zu AU in Bezug auf die Streifengrenze AB. (Fig. 29). 

C) PA=AUC=ÜB, <PAB=1R, <AUB= iR giebt das 
System lückenlos an einander geschlossener regulärer Sechsecke (Fig. 30). 
Dies System gehört eigentlich erst in Cap. V, da sein Elementardreieck 
gleichschenkhig. 

d) und e). Die Systeme des vorigen $ (Fig. 25 und 26), welche 
durch zwei aufeinander senkrechte Richtungen symmetrisch theilbar sind. 

In zwei Fällen kann der durch ? gehende, dem anfänglichen paral- 
lele Streifen, statt congruent, symmetrisch zu ıhm sein. 

Erstens wenn die senkrechte Projection von P auf die nächste 
Grenzlinie des Ausgangsstreifens ?n einen Systempunkt und zweitens, wenn 


sie mitten zwischen zwei Systempunkte fällt. Legt man ım ersteren Fall 


den zweiten Streifen // und symmetrisch zum ersten, so muss der dritte 
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symmetrisch zum zweiten, also congruent zum ersten sein, u. s. f. Das 
so entstandene System Xll. (Fig. 31) besteht aus gleich weıt von einander 
stehenden, parallelen, unendlichen, auf beiden parallelen Grenzlinien aquı- 
distant mit Punkten besetzten Streifen, von denen je zwei benachbarte sym- 
metrisch zu einander stehen. | 

Legt man im zweiten Fall einen zum ersten Streifen symmetrischen 
und parallelen durch ?/, so muss ein dritter Streifen existiren, der zum 
zweiten so liegt, wie dieser zum ersten, der also dem ersten wieder con- 
gruent ist, u. s. f. So entsteht System XIII. (Fig. 32), gebildet aus gleich- 
weit von einander stehenden, unendlichen, abwechselnd symmetrischen, auf 
den parallelen Grenzlinien in gleichen Abständen Punkte tragenden Streifen, 
welche so gegeneinander verschoben sind, dass dıe senkrechten Projectionen 
der Punkte einer Grenzlinie auf die nächste Grenzlinte des Nachbarstreifens 
mitten zwischen zwei dortige Punkte fallen. 

$. 14. Zweiter Fall: Zwei Drerecke aneinander, das dritte getrennt. 
Drei Lagen sind möglich: 

a. A und \ mit c aneinander, /\" frei (Fig. 33), 
EP SET AZ j Te a ;5 
IE N IFTEREF ERDE " An 

Jedoch beim stumpfwinkligen Elementardreieck ıst die zweite Lage 
unmöglich (Satz 1). 

Es können zwei Fälle stattfinden: Entweder liegt nur ein Elementar- 
winkel « mit seinem Scheitel in jedem Systempunkt; oder er kommt mehr- 
mals vor. Zunächst wird der erste Fall angenommen. 

Lage a. (Fig. 33). So wie die Elementarwinkel 3 und y beim 
Punkte A gegen « liegen, müssen sich entsprechende bei A” finden. Sie 
gehören zwei neuen Elementardreiecken an, und das in jedem von diesen 
liegende « fordert wieder ein 3 und y, so wie am Punkte A, neben sich. 
So fortschliessend erkennt man, dass sich lauter Elementarlinien «a als 
Sehnen eines Kreises aneinanderschliessen müssen, an denen die Elementar- 
dreiecke nach aussen hin liegen; und andererseits von demselben Punkte A 
aus lauter Elementarlinien 5 als Sehnen eines anderen Kreises, an denen 


ebenfalls Elementardreiecke nach aussen hin liegen. Man zeigt leicht, dass 


beide Arten aneinandergererhter Sehnen sich zu gewöhnlichen regulären 
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Polygonen schliessen müssen; (auch nicht etwa zu Sternpolygonen). Zu 
dem Zweck ıst nur nachzuweisen, dass auf dem kleineren der zwei Peri- 
pherietheile, die durch eine Sehne a (resp. 5) gebildet werden, kein Punkt 
des Systems liegen kann. Ueber der Sehne a liegt (Fig. 36) das Elementar- 
dreieck BUA nach dem kleineren Kreisabschnitt hin. Seine Ecke A liege 
zunächst ausserhalb (oder gerade auf) der Peripherie. Auf dem in das 
Dreieck fallenden Theil der Peripherie kann kein Systempunkt liegen 
(Satz 1); ebensowenig auf dem bei 3 benachbarten Theil der Peripherie 
ausserhalb des Dreiecks, weil ein solcher Punkt von DB um <= abstehen 
würde. Läge endlich ein Systempunkt / auf dem bei Ü benachbarten 
Peripherietheil, so folgt aus stumpfwinkligen Dreiecken, dass PB<a, 
PA<b, folglich A PAB von kleinerem Umfange als «+5 -+-c, und dabei 
Seite c enthaltend, also unmöglich. 

Liegt die dritte Ecke des Elementardreiecks innerhalb jenes Kreises, 
in A, so ist wieder PB<a. Um aber jetzt zu erkennen, dass auch 
PA << ÜA' sein muss, beschreibe man mit UA’ als Radius einen Kreis 
um A’. Selbst im ungünstigsten Falle, dass die zwei Abschnitte des anfäng- 
lichen Kreises beinahe gleich sind, und dass A’ fast im Mittelpunkte des- 
selben liegt, schneidet der um A’ beschriebene Kreis den anfänglichen, 
ausser in Ü, in einem Punkte des grösseren Peripherieabschnitts, so dass 
alle Punkte des kleineren, und somit auch /, ın sein Inneres fallen, also 
von A um < ÜA' abstehen. — Folglich würde Punkt / als Systempunkt 
wieder ein Dreieck mit Seite ce und von zu kleinem Umfang bestimmen, 
darf also nicht existiren. 

Ganz analog folgt, dass die Sehnen 5 (und noch einfacher, dass die 
Sehnen c) sich zu einem regulären Polygon schliessen müssen. 

Führt man dieselben Betrachtungen für die zwei anderen Lagenb. und c. 
der drei Elementardreiecke durch, so erkennt man, dass zweı mit den Ecken 
in A zusammenstossende reguläre Polygone mit verschiedenen Seiten ge- 
fordert werden, auf deren umschriebenen Kreisen keine anderen System- 
punkte stehen. Jedes von ihnen ist also ein isolirtes reguläres Polygon, 
das die Bedingungen des Cap. I. erfüllt. Also können hier nur solche 


Systeme hervorgehen, die dort bereits gefunden sind, so dass es unnöthig 


ist, weiter auf ihre Aufsuchung einzugehen. Wollte man es aber doch thun, 
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so müsste man beachten, dass die in A zusammenstossenden Winkel beider 
Polygone 2/ betragen müssen. Hat nun das eine m, das andere n Seiten, 
so folgt dass 

Be 3 

m tn 
sein muss, und hieraus folgt wieder, dass nur entweder eın reguläres Sechs- 
und ein Dreieck, oder zwei verschiedene Quadrate in A zusammenstossen 
können, während zwischen ihnen zwei congruente Parallelogramme. je aus 
zweı aneinanderliegenden Elementardreiecken gebildet, liegen. Die Üon- 
struction der Systeme für beide Fälle liefert System I und IV. 

$. 15. Zweiter Fall. Fortsetzung. Wenn der Elementarwinkel « 

mehr als ein Mal mit dem Scheitel in einem Systempunkt liest, kann man 
nicht wie ım vorigen Paragraphen auf die Existenz regulärer Polygone 
schliessen. — Eın zweites « könnte bei A ın zweifacher Art vorkommen: 
Entweder ın den Lücken zwischen den drei Klementardreiecken: oder, 
bei «>1RX, theilweise auf jenen Elementardreiecken. Zunächst wird die 
erstere Möglichkeit untersucht, und zwar für Lage a. (Fig. 35). Versucht 
man den Elementarwinkel x mit dem Scheitel in A zwischen dıe Dreiecke 
/S und /\" hineinzulegen, so werden durch Satz 2. mehr als 4R um A 


'efordert, was unmöglich. — Legt man aber denselben Winkel ın 


herum g 


den Raum zwischen /\ und /\”, und zwar an eine der dortigen Seiten 5 
an, so bleibt für den Winkel 5’"AC’ zwischen /\ und /\” weniger als „ übrig. 
Somit kommt sowohl / als y bei A nur ein Mal vor, also bei jedem System- 


Les 


punkt nur ein Mal. Also muss sich zu dem in 5” liegenden < pP, ein y 
ebenso liegend finden, wie bei A. Die Schenkel a der Dreiecke N. N" 
und des eben construirten Winkels y liegen als aneinandergereihte Sehnen 
in einem Kreise. Da aber ihr Winkel <y, folglich < 60° ıst, so würde hier- 
durch auf dem kleineren der zwei durch Sehne «a bestimmten Peripherietheile 
ein Systempunkt gefordert werden, was im vorigen Paragraphen als unmög- 
lich bewiesen. 

Lest man endlich Winkel » in denselben Winkelraum wie vorher, aber 


an keines der beiden Dreiecke an, so werden wieder mehr als 4? um A 


herum gefordert. — Analoge Betrachtungen gelten für die Lagen b. 


und ce. (Fig. 34 und 35). Also kann der Klementarwinkel «@ nicht ein 
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zweites Mal bei A vorkommen, indem er zwischen den dortigen drei Drei- 
ecken liegt. 

$. 16. Zweiter Fall. Fortsetzung. Jetzt wird untersucht, ob für 
a =1KR, ein zweiter Elementarwinkel « bei A liegen kann, indem er auf 
eins der dortigen Dreiecke fällt. Sein zugehöriges Elementardreieck heisse 0. 
Dann ist das Vorkommen von J nur auf folgende Weisen möglich (Satz 3): 
Bei Lage a. oder c. haben «) entweder /S und d die Seite ce gemein und 
liegen symmetrisch aufeinander; 5) oder /\" und $ haben 5 gemein und 
liegen symmetrisch aufeinander; y) oder beides findet zugleich statt; dies 
letztere kann, wenn @—=1X, auch bei Lage b. eintreten. 

Lage a,o). Gegeben sind die stumpfwinkligen Elementardreiecke 
/..& Ad ın der gegenseitigen Lage der Fig. 37. Von A kann ausser 
AB kein weiteres c ausgehen. (Satz 2). Sowie in A zwei « an dem ge- 
meinsamen Schenkel ce liegen, muss es in jedem Systempunkt sein, z. B. in 
A" und 5”, wodurch die Punkte £ und F gefordert werden. Punkt F muss 
(abgesehen von dem nachher zu betrachtenden Specıalfall, dass F ın D fällt) 
auf derselben Seite von AD liegen, auf der A’ liegt, weil sonst entweder 
F in die Elementarellipse über AD, oder D in die Elementarellipse über 
A’ 5° fiele. In A” muss nun der Scheitel eines Winkels y sein, der ent- 
sprechend liegt, wie /\” ın A. Dies ist zweifach möglich, je nachdem man 
annımmt, dass Winkel 5’A"A oder 5’A’E dem << o des Dreiecks /"\ entspricht. 

Erstere Annahme käme auf dasselbe hinaus, als läge bei jedem Punkt 
nur ein «, sie kann also auf nichts Neues führen. Also wird die zweite An- 
nahme gemacht; dann ist das Dreieck A"G@H so zu legen, dass Winkel EA@ 
—= UAA”, also @A”’// AD und GH// AB. 

Nun bestimmen die Punkte CAA’G ein Viereck mit drei gleichen 
Seiten d, deren erste und dritte von den Enden der zweiten her convergiren, 
so dass die vierte Seite Ü@ jedenfalls <b ist. Solange nun A’G die AU 
nicht schneidet, hat das die Seite c enthaltende Dreieck @ HU bei @ einen 
Winkel < « und dabei Seite Ü@<< b, also kleineren Umfang als das Elemen- 
tardreieck, was unmöglich. 


Schneiden sich aber beide Linien, so kommt entweder (@ in’s Innere 


der Elementarellipse über AB, oder Ü in’s Innere der entsprechenden 


S 


über @A. Somit ist auf diese Art kein regelmässiges System möglıch. 
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Nur ın dem Falle, dass 7 in C fällt, entsteht kein Widerspruch. 
Dies ist zugleich der vorhin zurückgestellte Specialfall, bei dem Fin 
fällt. Jetzt bestimmen die Punkte FUÜABÜU' drei aneinanderliegende Ele- 
mentardreiecke, welcher Fall schon früher behandelt ıst. Durch Fortführung 
dieser Oonstruction gelangt man zu einem Specialfall des ım $. 13. ge- 
fundenen Systems XII. 

Für a=1R sınd die Dreiecke AN und ADU’ (Fiese. 37) dreı 
aneinanderliegende Elementardreiecke. Dieser schon früher behandelte Fall 
kann also nichts Neues liefern. 

Lage a, 9). Gegeben sind die stumpfwinklisen Elementardreiecke 
ISA /S" 0 in der gegenseitigen Lage der Figur 38. Von jedem System- 
punkt müssen zwei und nur zwei (Satz 4) Elementarlinien ce auslaufen, ın 
der Art wie bei A. Die zweite von D ausgehende e kann nur die Lage 
BE haben, //DA (Satz I und 2). In D und in E muss sich unter 
demselben Winkel wieder je ein ce anschliessen. Wenn dies in D die Lage 
DF hat, muss es in E die Lage #@ haben (zufolge der Regelmässigkeit 
und es entsteht ein unendlicher wellenförmiger Zug von Elementarlinien 
Wenn aber von D aus ce //BA verläuft, = DH, muss auch ZI AB sein. 
und es entsteht ein unendlicher treppenförmiger Zug von Linien ce, Durch 
jeden anderen Punkt des Systems muss nun ein ebensolcher Zug gehen, 
2. B. durch A”. Da nun A"B"==c keiner der Richtungen ’ sein kann, die 
dem Zuge DAB angehören, so müssen beide unendlichen Linienzüge con- 
vergiren, also irgendwo sich durchschneiden. 

Würde dieser Schnitt so erfolgen, dass beide einen Systempunkt ge- 
mein hätten, so gingen von diesem mindestens drei e aus, was unmöglich 
ist. Würde aber ein c des einen Zuges ein e des andern schneiden. so 
hätten jedenfalls zwei Systempunkte einen Abstand <c, was wieder unmöz- 
lich. Also wird man stets auf Widersprüche geführt. 

Ist aber u = IR, so ıst (Fig. 38) A" x AD. S1 6) dass beide Züre 
sich nicht schneiden. Nun muss aber auch durch Ü ein solcher Zug gehen. 
Dass dieser gegen die vorigen convergirt, ist unmöglich, Aber er kann 
ihnen auch nicht // sein, sonst müsste er durch A” und J$ hindurch. wobeı 


stets ein Systempunkt auf Fläche oder Seite des einen dieser Dreiecke 


fallen würde, was unmöglich (Satz 1,a). 
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Somit wird man auf kein regelmässiges System geführt. 

Lage a,y). Dreieck Ö liegt theilweise auf /\’ und auf /\”, zu beiden 
symmetrisch, und hat mit ersterem c, mit letzterem 5 gemein (Fig. 39). 
Wäreo=1R, so bildeten AN /3" drei aneinanderliegende Dreiecke, welcher 
Fall schon behandelt ist. Es sei also «>1F#. Sowie bei A zwei anstos- 
sende Elementarwinkel « liegen, muss es bei jedem Punkt sein, z. B. bei €. 
Läge hier c= UD// BA, so bildeten die Dreiecke DUA, /S und /\ einen 
Streifen von drei aneinanderliegenden Elementardreiecken; folglich könnte, 
wenn überhaupt ein regelmässiges System möglıch ıst, jedenfalls kein neues 
entstehen, da dieser Fall schon $. 12 ff. erledigt ist. — Jetzt sei also ÜD 
nicht // BA. Es habe aber zur vorıgen symmetrische Lage in Bezug auf 
CA, so dass DÜA=e. Ein Linienbündel gleich dem bei E muss nun 
von jedem Punkt ausgehen. Dadurch wird gefordert, dass auch von A aus 
vier aufeinanderfolgende 5 als Sehnen eines Kreises ausgehen. So muss 
ein reguläres Polygon mit Seite 5 entstehen; und da es isolirt liegt, führt 
es nur auf Systeme des Cap. 1, nämlich wie die Ausführung der Construc- 
tion zeigt, auf Fig. 4, 13, 14, welches Specıalfälle von ]J. und IV. sind. 


Jetzt habe ÜD eine beliebige andere Lage. Dann darf ÜE=b mit CA 





nur emen spitzen Winkel » bilden. Sowie jetzt von Ü drei db und ein e 
auslaufen, muss es auch beı A sein, d. h. hier muss noch ein 5b ın den 
Winkelraum CA427 hineinlaufen. Dies ıst zweifach möglich: Es bildet ent- 
weder mit AC oder mit AA” den Winkel w. | 

Im ersteren Fall schliesst sich an dies = AF das Elementardreieck 
so an, dass F@==c von Üweggewandt ist (Fig. 39). Nun bilden Dreieck 
AFG,. /s /S und d vier so gelegene Dreiecke, wie sie bereits in diesem 
Paragraphen sub a, «) untersucht sind, so dass hieraus kein neues System 
entspringen kann. 

Im anderen Fall bekommt das Dreieck AF@G eine gegen vorher um- 
vewendete Lage AF'@’. Denkt man jetzt die Figur von der Hinterseite der 
bene her betrachtet, so enthält sie wieder vier Dreiecke von der Lage 
der sub a, «) betrachteten nämlich AF'@G/, d, /s und ABH, wo BH der 


Schenkel 5 des zweiten bei B geforderten Elementarwinkels « ist. Somit 


kann auch hier kein neues regelmässiges System entspringen. 


$. 17. Zweiter Fall. : Fortsetzung. Lage b kann beim stumpfwink- 
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ligen Elementardreiecke nicht stattfinden. (Satz 1). Beim rechtwinkligen 
giebt es auch nur die eine Möglichkeit des zweimaligen Vorkommens von 
a bei A, dass d auf /\ und /\” zugleich hiegt, und diese ist stets von selbst 
erfüllt. Vgl. Fig. 34, in der « und folglich A AA’=1R gemacht zu denken 
ist; hier ıst Dreieck 4° AA” = d. Nur zwei e können von einem Punkt 
ausgehen, so wie es bei A der Fall. Das von _4’ entspringende zweite 
c=AD hat nur die eine mögliche Lage, welche gezeichnet ist. Das von 
B entspringende zweite c kann entweder nach der in der Figur angegebenen 
Richtung verlaufen = BE: dann entstände ein reguläres Polygon mit 
Seite c, also nichts Neues. Oder c verläuft nach der andern Seıte: dann 
würden dıe ce einen wellenförmigen Zug bilden, dessen Existenz sich wie 
bei Lage a, 7 ($. 16) als unmöglich erweist. 

Lage «c,«o). Die stumpf- oder rechtwinkligen Dreiecke / 2X d 
haben die Lage der Fig. 55. Von A’ muss ein zweites c ausgehen, ebenso 
wie es bei A der Fall. Seine einzig mögliche Lage ıst die gezeichnete 
gleich A’ E. Das zweite von 5 ausgehende ce kann nun entweder den Linien- 
zug EA AB so fortsetzen, dass alle vier Linien die Sehnen eines Kreises 
bilden. Indem nun eın ebensolches Linienbündel wie von E auch von 

ausgehen muss, wird dıe Schliessung dieses Sehnenzuges zu einem regu- 
lären Polygon gefordert. Und weil bei A ken drittes e vorkommen kann, 
ist es ein isolirtes Polygon. Wenn also hier überhaupt ein System entstände 
(was übrigens nicht der Fall), so wäre es jedenfalls eins der ın Cap. | 
ermittelten. 

Oder das zweite von 5 ausgehende e verläuft ın solcher Richtung 
dass EA'ABF einem unendlichen wellenförmigen Zuge angehören: aber 
dann entstehen Widersprüche. Denn der convexe Winkel 1AD kann 
(Satz 2) nicht <2« + 2y sein, folglich der gleichnamige concave nicht 
>27. Dasselbe gilt für den ihm gleichen Winkel ABF. Dieser aber kann 
nicht 27 sein. Also bleibt als Grösse dieses Winkels nur 27 übrıg. 
Dann aber ist B"D=c. Da nun die Fortsetzung des Zuges ÜB’D zu 
einem mit dem vorigen übereinstimmenden Wellenzuge unmöglich ıst. 


(Satz 1), und doch durch BD” ein solcher gehen müsste, so entsteht hier 


kein regelmässiges System. 
Lage ce, 3). Sollte d symmetrisch auf A” liegen, so müssten von 
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A drei ce auslaufen, was unmöglich (Satz 4), sowohl für «>, als für 


a=1R. 

Lage e.y). Wenn d symmetrisch auf .\ und .\" zugleich legt 
(Fig. 40, ct. Xlla.), so folgt wıe bei Lage c,«) dieses Paragraphen, dass 
die c entweder ein reguläres Polygon oder eimen unendlichen wellenförmigen 
Zug bilden müssen. Im ersteren Falle können, da das Polygon isolirt liegt, nur 
Systeme des Cap. 1. entstehen (nämlich Fig. 14, wie näheres Eingehen zeigt). 

Im Falle des Vorhandenseins von Wellenzügen müssen solche durch 
jeden Punkt gehen. so durch Ü und €. Dass die Wellenzüge nicht con- 
vergiren dürten. ıst schon bewiesen ($. 16). Sollen also die beiden durch 
CU und durch (’ gehenden Züge dem durch A gehenden // sein, d.h. AA), 
so kann dies nur dadurch geschehen, dass beide zusammenfallen. Da nun 
CE und (" E'//; AA sınd, so müssen zwischen Ü und (’ drei e liegen, 
wie die Fig. 40 angiebt. Dies System Alla. ıst ein Specialfall des früher 
gefundenen Systems All. 

Für @«=1R entstehen drei aneinanderliegende Dreiecke, tolglıch 


nıchts Neues. 


$. 18. Dritter Fall. Alle drei Dreiecke getrennt. Wenn die drei mit je 
einer Ecke ım Punkt 4 liegenden Dreiecke N 23” getrennt sind, können 


sie entweder in der genannten Reihenfolge (dieselbe im Sinn der Uhrzeiger- 
drehung gezählt) um A herumliegen, oder in der Reihenfolge \ A" A. Den 
ersteren Fall erhält man aus der Fig. 23 oder 24 durch Trennung der dort 


aneinanderliegenden Dreiecke. 


Die Reihenfolge 73 25” 3 ıst überhaupt nur für die eine Lage mög- 
lich (Satz 2), dass alle drei Dreiecke // liegen. Dies liefert ein System, 


nämlich den schon früher gefundenen Specialfall des Systems XI. (Fig. 28): 
das Dravarssche parallelogrammatische Gitter. 

Jetzt seien die Dreiecke ın der Reihenfolge /\ /\ A" bei A. Zuerst 
wird angenommen, der Elementarwinkel © komme hier nur einmal vor. 
Dann folgt wie im $. 14 die Existenz eines regulären Polygons mit Seite c 
und eines solchen mit Seite 5: sıe sind ısolirt, also müssen die hier ent- 
springenden Systeme schon ım Cap. ]. enthalten sein. (Da übrigens sich 


ergiebt, dass das Polygon mit Seite e hier nur ein Dreieck sein darf, so 


entsteht kein System, denn dieses Dreieck hätte zu kleinen Umfang). 
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19. Nımmt man ferner an, « liege zwei Mal bei A, so zeigt sich. 
wie ım $. 15, dass der zweite Winkel « jedentalls nicht in den Lücken 
zwischen den drei Dreiecken liegen kann. 

Liegt aber der zweite Winkel «, einem Dreieck ) angehörıg, aut 
einem der anderen drei Dreiecke, so giebt es dafür die drei Möglichkeiten 
des $. 16, indem e >L{X ıst. 

e) /S und J haben Seite « vemeim und legen symmetrisch auf ei- 
ander. (Vergl. Fig. 55, in der nur /\ und /\” nicht aneinanderliegend zu 
denken sind). Dass hier keine neuen Systeme entstehen können. tolgt wie 
$. 17 sub c,«). Denn die e bilden entweder isolirte reguläre Polvgone oder 
unendliche Wellenzüge. Letzteres ıst aber ausgeschlossen. weil Seite c des 
Dreiecks AA" hier keiner der drei Richtunsen EA. AA, AB des Wellenzugs 
bei A // ıst. also einem Wellenzuge angehören müsste. der den anderen 
schnitte. 

7) Dass A” und Ö Seite 5 gemein haben und auf einander liegen: 
würde drei von A auslaufende c verlangen, was unmöglich. (Satz 4 

y) Liegt ö symmetrisch auf /\ und /$’ zugleich, so ändert sıch. 
für «>1IRXR, an den Betrachtungen des Falls « nıchts Wesentliches, so dass 
sich wieder kein neues System ergiebt. Für «= IA aber würden 
und /\" an einander liegen, was mit dem ın $. 17, Lage b. behandelten Fall 
übereinkäme. 

$. 20. Resultat dieses Capıtels. Ausser solchen regelmässigen 
Systemen, welche schon in Cap. Il. gefunden sınd, haben sıch noch dreı 
neue Systeme ergeben. Diese enthalten unendliche, parallele, ın gleichen 
Abständen von einander stehende Streifen. dıe auf den beiden Grenzlinien 
ın gleichen Abständen mit Punkten besetzt sind. Die Streifen sınd ent- 
weder congruent, und jeder ist gegen den vorhergehenden gleichviel und 
ın demselben Sinne verschoben (System Xl.): oder sıe sind symmetrisch, 
und je zwei benachbarte haben auch symmetrische Lage (Xll.): oder sıe 


sınd aus der vorigen Lage um den halben Punktabstand der Grenzlinıen 


gegen einander verschoben (XIl.). 
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Capitel IV. 


Aufsuchung aller Systeme, in denen drei ungleichseitige Elementar- 
dreiecke, deren zweı congruent sind, während das dritte symmetrisch 
ist, mit verschiedenen Winkeln bei demselben Punkt liegen. 

$. 21. Man hat fünf Fälle zu unterscheiden: 
Beide congruenten Dreiecke an einander, das symmetrische auf 
einem von ihnen. Dies ist nur möglich für «>1R (Satz 3). 

2. Beide congruenten Dreiecke an einander, das symmetrische ge- 
trennt. 

3. Zweı symmetrische Dreiecke auf einander, das dritte getrennt. 
Nur möglich bei «>1IR. 

4. Alle drei Dreiecke getrennt. 

5. Alle drei Dreiecke auf einander. Nur möglich bei « >1!RX. 


Innerhalb dieser Fälle sind wieder die Unterfälle zu unterscheiden: 


a) /S symmetrisch zu /\ und N), 
b) ‚ symmetrisch zu N und A. 
ec) A und x” symmetrisch zu /\. 
$. 22. Erster Fall. Zwei congruente Dreiecke an einander, das | 
symmetrische auf einem von ıhnen. 
Unterfall a). /\" symmetrisch zu /\ und /S. Jetzt kann nur A” 
symmetrisch auf .\ liegen, indem beide Dreiecke 5 gemein haben. 


Zmächst wird angenommen, Elementarwinkel « lege nur ein Mal 
ber jedem Punkt. Dann muss bei Ü Winkel 5 dem » ebenso anliegen, wie 
bei A (Fig. 41). In dem so geforderten Elementardreieck B’CD muss 
Winkel y ebenso ın « liegen, wie bei A. So fortschliessend erkennt man, 
dass die Punkte in abwechselnd gleichen Abständen 5 und d auf den 
parallelen Grenzlinien eines unendlichen Streitens liegen, welcher im Uebrigen 
punktfrei sein muss (Satz 1). 

Im Unterfall b), wo /\ symmetrisch auf /\ liegt, findet man ana- 


log einen alternirend besetzten unendlichen Streifen; hier sind aber die 


Abstände ce und d. 
Der Unterfall ec) kann ım hier behandelten Fall 1. für « >1.K über- 


haupt nicht eintreten, weil er verlangen würde, dass die beiden congruenten 





2 
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Dreiecke /\ und A mit a an einander liegen, was unmöglich (Satz 1), Für 
a=1R ıst es zwar möglich, gehört aber dann zu Fall 5. 

Soll das System nun nach zwei Dimensionen unbegrenzt sein, so muss 
es ausserhalb des alternirend besetzten Streifens noch Punkte besitzen. P 
sei ein solcher, dass kein anderer näher als er an einer der Grenzlinien 
des Streifens liege. Ein dem von A ausgehenden entsprechendes Linien- 
bündel muss sich bei CU finden. Da hier nur ein « liegt, ist die Lage des 
Bündels eindeutig bestimmt. So wird ein Punkt @ gefordert, symmetrisch 
zu P in Bezug auf eine Grade M N, die, mitten zwischen A und (Ü hindurch- 
gehend, den Anfangsstreifen symmetrisch theilt. Es ist klar, dass diese 
Gerade ebenso das ganze System symmetrisch theilen muss. Wie jeder 
Punkt, so muss auch / der Grenzlinie eines dem ersteren entsprechenden 
unendlichen Streifens angehören. Zunächst wird angenommen, dieser Streifen 
laufe dem ersteren //, so kann er, da er durch MN symmetrisch getheilt 
werden muss, nur zwei Lagen haben: entweder so, dass ?@ gleich dem 
kleineren, oder dass es gleich dem grösseren der zwei auf der Grenzlinie 
abwechselnden Punktabstände ıst. Im ersteren Falle liefert die Weiter- 
führung der Construction ein System aus abwechselnd symmetrisch gestellten, 
auf den Grenzlinien alternırend besetzten, unendlichen Streifen, welches ın- 
dessen lauter vsolirte Rechtecke enthalt und somit schon in Cap. l. enthalten 
ist; es ist System Vl. Im andern Fall besteht das System aus denselben 
Streifen, in denselben Abständen, deren je zwei aber gegen vorher um eine 
Strecke, gleich dem arithmetischen Mittel der zwei abwechselnden Punkt- 
abstände, gegeneinander verschoben sind. Dies System ıst nicht wesentlich 
von dem in diesem Capitel gefundenen System XII. verschieden. 

Wenn aber der durch P gehende unendliche Streifen gegen den 


— 
Lu 


anfänglichen convergirt, so muss der durch @ gehende symmetrisch 


Ä 


zu ihm liegen in Bezug auf MN. Wären diese beiden //, so hätte 


g 
man die vorigen beiden Systeme und darin noch die Punkte des 
Anfangsstreifens, was unmöglich. Sind sie nicht //, so müssen sie sich 
durehschneiden, und zwar ohne einen Systempunkt gemein zu haben, 
denn ein solcher würde für zwei Elementarwinkel « der Scheitel seın, 
was in diesem Paragraphen ausgeschlossen. Diesen Schnitt zeigt 
Fig. 42, resp. 43, für die Fälle, wo keiner oder einer der beiden 
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alternirenden Punktabstände der Streifengrenze gleich c ist. In beiden 
Figuren sind ABC und A’b’Ü' zwei symmetrisch sich durchschneidende 
Elementardreiecke. Da nun im symmetrischen Paralleltrapez eine nicht 
parallele Seite stets < die Diagonale ist, so ist im beiden Fällen ("Ab 
und €’ Ba. Folglich ist beide Mal ABC’ ein die Seite c enthaltendes 
Dreieck von zu kleinem Umfange. Also entsteht hier kein regelmässiges 
System. 

$. 23. Erster Fall. Fortsetzung. Elementarwinkel « komme mehr 
als eın Mal bei jedem Punkt vor. 

Unterfall a). /A" symmetrisch zu A und A. Nur für «=1R 
könnte das den zweiten Winkel « enthaltende Dreieck d zu /\ congruent 
sein, und dann müsste es als Scheiteldreieck zu ıhm liegen, wodurch ein 
Specialfall des Systems XI. entsteht. Wenn aber e>1R, so ist d sym- 
metrisch zu /A (Satz 5). Zunächst möge J frei liegen (Fig. 44); dann 
führen dieselben Betrachtungen, wıe in $. 16, Lage a,/7) darauf, dass hier- 
bei kein regelmässiges System möglich ist. 

Wenn aber Dreieck Ö mit Seite 5 dem Dreieck /\ anliegt, so müssen, 
wie bei A zwei Elementarwinkel « aneinanderliegen, sich bei Ü zwei eben- 
solche finden, d. h. es muss UF gleich und // BA sein. Die Dreiecke FCA, 
/S und /\ sind nun drei aneinanderliegende, und dieser Fall ist früher er- 
lediet ($. 12, Fig. 26). 

Wenn endlich Ö mitkSeite ce dem /\, anliegt, so müssen in gleicher 
Weise wie bei A auch bei 5 und Ü zwei « mit Schenkel ce aneinanderliegen. 
So entsteht eine Zusammenstellung von Dreiecken, wie sie schon im $. 16 
bei Lage a,y) Fig. 39 untersucht ist, so dass hier kein neues System ent- 
springen kann. 

Unterfall b). A symmetrisch zu A’ und A. Wieder kommt nur 
«1X ın Betracht, wobei das den zweiten Winkel « enthaltende Dreieck d 
symmetrisch zu A ıst. (Fig. 45). Wenn d und /\ getrennt liegen, so 


bilden die beiden von A auslaufenden c jedenfalls einen Winkel > « (Satz 2). 


So wie in A müssen auch in Ü zwei Elementarwinkel « liegen. Der 
Schenkel Ü@=b des zweiten ist jedenfalls nicht // AB, sondern conver- 
sirt gegen B hin. Ist nun CC’ >b, so kommt @ in’s Innere der Elemen- 
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tarellipse über AD; ist aber ÜÜ’<b, so kommt Ü’ in’s Innere der Ele- 
mentarellipse über UF. Beides ist unerlaubt (Satz 1). 

Wenn d und /\ mit 5 aneinanderliegen, wird UF gleich und DA 
gefordert. Aber die Dreiecke FÜA, d und 


schon früher erledigt (nämlich $. 17, Lage c,y), Fig. 40). Liegen endlich 


[N sind I, also ist dieser Fall 
/s und Ö mit c aneinander, so muss auch in PD neben dem « des Dreiecks 
[N ein zweites «= ADBH anliegen. Weil nun die Dreiecke ABA, /\ und N" 
congruent sind, ıst dieser Fall schon früher erledigt ($. 12, Fig. 25). 

$. 24. Zweiter Fall. Zwei congruente Dreiecke aneinander, das 
symmetrische getrennt. 

Zunächst liege « nur ein Mal bei jedem Punkt. 


Unterfall a). = N aneinander, das symmetrische getrennt 


- 


(Fig. 46). So wie die Elementarwinkel 3 und y bei A gegen « liegen, 
müssen sie sich auch bei A” finden. Sie gehören zwei neuen Elementar- 
dreiecken an, und das in jedem von letzteren enthaltene « fordert wieder 
PB und y so, wie bei A, neben sich. So fortschliessend erkennt man, dass je 
vier Elementarparallelogramme (bestehend aus zwei mit e aneinanderliegenden 
Elementardreiecken) sich mit den Ecken aneinander reihen und dadurch ein 
Parallelogramm mit denselben Seiten, aber beliebigen Winkeln umschlies- 
sen. Die vier herumstehenden Elementarparallelogramme sind abwechselnd 
symmetrisch. 

Das so entstehende regelmässige System XIIT., gebildet aus zwei Arten 
von Parallelogrammen mit denselben Seiten, aber ungleichen Winkeln, ıst 
indess nicht wesentlich verschieden von dem System XII. ($. 15), denn 
AD und BE lassen sich als Grenzlinien eines unendlichen Streifens ansehen, 
und A"CÜ und B"F als die eines parallelen symmetrischen Streifens, der 
gegen den ersteren um 3 AD verschoben ist. 

Die Unterfälle b) und ec) liefern ebensolche Systeme, nur dass dort 
a und ec, resp. b und ce als Parallelogrammseiten auftreten, statt der eben 
vorgekommenen a und Ö. 

$. 25. Zweiter Fall. Fortsetzung. Jetzt liege « nochmals bei 4, 
zunächst aber nur in den Lücken zwischen den vorhandenen Dreiecken. 


Unterfall a). Sowohl wenn man den zweiten Elementarwinkel « mit 


seinem Schenkel 5 an /\', als wenn man ihn an /\ anlegt, erhält man 
11* 
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mögliche Anordnungen, gebildet aus unendlichen Streifen, deren Grenzlinien 
ım ersten Fall im Abstande «, ım zweiten im Abstande 5 mit Punkten be- 
setzt sind. Je zwei Nachbarstreifen liegen anemander und zwar symmetrisch. 
Das ist aber der Specialfall b. des früheren Systems XI. (Fig. 29). Sucht 
man. dagegen den zweiten Winkel « irgend wie anders in die Lücken zu 
legen, so entstehen Widersprüche, indem nach Satz 2. mehr als 4 R um 
A herum gefordert werden. 

Bei Unterfall b) geben dieselben Betrachtungen eines der eben ge- 
fundenen Systeme und ein entsprechendes, bei dem die Grenzlinien im Ab- 
stand c besetzt sınd. 

Im Unterfall e) (Fig. 47) kann « sowohl an /\ als an /\” angelegt 
werden, wodurch ein Streifen dreier aneinandergereihter congruenter Drei- 
ecke entsteht, was schon ım vorigen Oapitel untersucht ist. Jede Hinein- 
legung von « in die Lücken auf andere Art führt nach Satz 2. auf Wider- 
sprüche. 

$. 26. Zweiter Fall. Fortsetzung. Der zweite Elementarwinkel 
eo, >1R, angehörig einem Dreieck Ö, liege auf einem der gegebenen drei 
Dreiecke. 

Unterfall a). /\ und Ä\' mit c aneinander, /\” symmetrisch und 
frei. Zufolge Satz 5. ist die einzig mögliche Lage von Ö die, dass es sym- 
metrisch auf /\ liegt und ce mit ıhm gemein hat. So wie in A zwei « neben 
einander liegen, muss es auch in D sein; so wird Punkt 7 gefordert. (Vgl. 
Fig. 39, aus welcher hier nur die Dreiecke /\, A, d, AF'@ als jetziges N”, 
und ABH in Betracht kommen). Die Figur enthält jetzt drei congruente 
Elementardreiecke, mit verschiedenen Winkeln in A gelegen, nämlich J, 
ABH, AF'@G', und dieser Fall ıst schon ım vorigen Capitel erledigt. ($. 16, 
Lage 2,0). 

Läge im speciellen Fall AF@ = A” mit b an d an, so bildeten diese 
beiden Dreiecke und A5H drei aneinanderliegende congruente, was eben- 
falls schon erledigt ıst ($. 12). 

Unterfall b). /\ und /\” mit 5 aneinander, /\’ symmetrisch, frei. 


Hier kann der zweite Elementarwinkel « nur so em zweites Mal in A liegen, 


dass sein Dreieck d symmetrisch auf A” und gleichzeitig an N anliegt 


(Fi 


je 


.. 48), denn andern Falls würden drei von A auslaufende c verlangt, 


l 
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was unmöglich. (Satz 4). Jetzt sind N”, J und A drei von einem Punkt 
aus an- und aufeinanderliegende Dreiecke, deren eines symmetrisch zu den 
andern. Das ist im $. 22 und 23 erledigt. 

Unterfall e) ist bei e>1R unmöglich (Satz 1); bei e=1R folet 
nur dıe Anordnung nach rechteckigen Maschen, die ein Specialfall von 
System Xla. ist. 

8. 21. Dritter Fall. Zwei symmetrische Drevecke aufeinander. das 
dritte getrennt. Hier muss e>1R sein. 

Zunächst liege « bei jedem Punkt nur ein Mal. 

Unterfall a). Die stumpf- oder rechtwinkligen /\ und /\” haben 5 ge- 


mein und liegen symmetrisch aufeinander, "IE /\ liegt frei. So wie bei A die 


ul 


< / und y gegen « liegen, muss es bei A’ sein, (Fig. 49); so wird Punkt D 
gefordert. An den hier liegenden Winkel « muss sich wieder ebenso, wie 


beı A, der Winkel 


sıch die ce zu einem regulären Polygon aneinander schliessen müssen. Weil 


/ anschliessen. So fortschliessend erkennt man, dass 
bei A kein drittes c entspringen kann, ist es ısolirt. Wenn also hier ein 
regelmässiges System möglich ist, so ist es doch jedenfalls schon im Cap. 1. 
ermittelt. 

Unterfall b). /\ und /\ haben ce gemein und liegen symmetrisch 
aufeinander, /\” ( /A) liegt frei. Dieselbe Schlussweise wie vorher liefert 
die Existenz von regulären Polygonen mit Seite 5; und die Ausführung der 
Construction zeigt, dass kein zweites congruentes Polygon seine Ecke ın 4 
hat. So wird man hier auf die schon in Cap. I. gefundenen Systeme 
(II, V. und Fig. 3) mit regulären Dreiecken, Vierecken und Sechsecken 
geführt. 

Unterfall ec). Hier kann entweder /\ oder A’ auf A liegen, da 


beide zu /\ symmetrisch sind. Den ersteren Fall zeigt Fig. 50. So wie 


bei A die Winkel 3 und y gegen « liegen, muss es auch bei A” sein. So 
werden die Punkte D,E,F,@ gefordert; und zwar ist das Viereck AEF@G 
/CABC'. Nun muss der Winkel A"AB>«e, aber <2R sein. Der 
Werth « ist ja in diesem Paragraphen ausdrücklich ausgeschlossen; und 
der Werth 2R würde die Linien AD und AÜ ineinander fallen lassen, was 
wegen Satz 1. unerlaubt. Nur wenn AD gerade gleich AC, so würde D 


in C fallen und das schon in $. 16, Lage a,«) gefundene specielle System 
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wieder entstehen. — Wenn aber A"AB zwischen jenen Grenzen liegt, so 
fällt Punkt @ stets ins Innere der zu AB gehörigen Elementarellipse, was 
unerlaubt. Also kann hier kein System entstehen. 

Wenn dagegen /\" symmetrisch auf /\ liegt, während A (& A”) 
freiliegt, entsteht eine Figur, die aus Fig. 49 dadurch hervorgeht, dass das 
Viereck AA'U’F durch ein ihm symmetrisches, ebenfalls von A ausgehendes 
ersetzt wird. Wie nun in A die Winkel 3 und y gegen « liegen, muss es 
auch in A’ sein. So wird ein treppenförmiger Zug von Linien c gefordert. 
Ein ebensolcher muss durch C gehen. Weil jedoch B"Ü im Allgemeinen 
keiner der beiden im vorigen Zuge vorkommenden Richtungen // ist, con- 
vergiren beide Züge, was auf Widersprüche führt. ($. 16.) Nur in dem 
speciellen Fali, wo AA’// 5” C, verlaufen beide Züge //. Dann aber liegen 
zwei a bei A, was ın diesem Paragraphen ausgeschlossen. Somit entsteht 
hier kein System. 

$. 28. Dritter Fall. Fortsetzung. « komme mehr als ein Mal bei 
A vor, so ist dies nur so möglich (Satz 4 und 5), dass das zweite « einem 
zu /\ symmetrischen Dreieck d angehört, und dass, wenn bei A schon ein 
ce vorhanden ist, sein Schenkel e mit diesem zusammenfällt. 

Unterfall a). Ö kann nur symmetrisch auf /\ liegen und e mit ihm 
gemein haben. (Fig. 49). 

Wenn es gleichzeitig mit seinem 5 an /\ anliegt, so sind A", d, A’ 
drei an- und aufeinanderliegende Dreiecke, die mit verschiedenen Winkeln 
an demselben Punkt liegen, und dieser Fall ıst bereits untersucht ($$. 22, 23). 

Liegen aber d und /\ nicht aneinander, so kann durch A entweder 
ein wellenförmiger Zug von c gehen, oder ein reguläres Polygon mit Seite c. 
Fände ersteres statt, so würde der durch © gehende congruente Wellenzug 
gegen den ersteren convergiren, was unerlaubt ist ($. 16). Schliessen sich 
dagegen die ce zu einem regulären Polygon, so ist dies ein isolirtes, liefert 
also nur Systeme, die schon in Cap. I. gefunden sind. (Fig. 3). 

Unterfall b). Da d symmetrisch zu /\ sein muss, so ist es & N 
und symmetrisch zu A, so dass A Ad drei solche Dreiecke bilden, wie 


sıe soeben behandelt sınd. 


Unterfall ce). Da d symmetrisch zu A, so istes 2A und NA, 
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also sind dies drei I Dreiecke, die mit verschiedenen Winkeln in einem 
Punkt liegen, und dies ist im vorigen Capitel untersucht. 
$. 29. Vierter Fall. Alle drei Dreiecke getrennt. Man hat zu unter- 


! 


scheiden, ob dıe Dreiecke in der Reihenfolge \" oder AA” X’ (ge- 
zählt im Sinne der Uhrzeigerdrehung) um A herumliegen. 
Unterfall a). A” symmetrisch zu den beiden anderen. Reihenfolge 


AA" a’ (Fig. 51). Nach Satz 2. dürfen die Winkel zwischen A und 


A’ und A, 2’ und A nicht < sein als resp. @,/9,y. Wäre aber einer 
dieser Winkel gleich dem angegebenen Grenzwerth, so lägen zwei I Drei- 
ecke aneinander, und ausserdem fände sıch ein Dreieck mit dem dritten 
Winkel an demselben Punkt. Dieser Fall ist aber schon behandelt. 
mag das dritte Dreieck I oder symmetrisch zu den beiden ersteren 
sein. — Grösser als der angegebene Grenzwerth kann aber keiner der 
drei Winkel werden, weil dann mehr als 4% um A herumliegen 
müssten. 

Unterfall b) mit derselben Reihenfolge, und 

Unterfall e) mit der Reihenfolge A X’ A” liefern ebenfalls keine neuen 
Systeme, was auf analogem Wege gefunden wird. 

$. 50. Vierter Fall. Fortsetzung. Es bleibt in allen dreı Unter- 
fällen die entgegengesetzte Reihenfolge zu untersuchen. Zunächst wırd an- 
genommen, « liege nur ein Mal bei jedem Punkt. 

Unterfall a). Die hergehörige Figur entsteht aus 51 durch Ver- 
tauschung von N’ und X”. So wie bei A 7 zu « liegt, muss es auch bei 
A’ sein. »8o fortschliessend erhält man ein reguläres Polygon mit Seite c, 
welches ein isolirtes sein muss, da ein drittes von A ausgehendes c eine 
Summe >4/ um A tordern würde. Wenn also hier überhaupt ein System 
entstehen kann, so ist es jedenfalls schon in Cap. I. enthalten. 

Unterfall b). Auf demselben Wege, wie soeben, wird man auf eın 
reguläres isolirtes Polygon mit Seite 5 geführt, so dass wieder kein neues 
System entstehen kann. 

Unterfall ec). Die hergehörige Figur entsteht aus 5l, wenn das dor- 
tige A’ durch ein ihm symmetrisches ersetzt wird. So wie bei A << 3 zu «@ 
liegt, muss es bei A’ sein. Das sich dort anschliessende Dreieck ıst // &. 


Also bilden die ce einen treppenförmigen Zug. Ein ebensolcher muss durch 
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A“ 5" verlaufen; und da letzterer stets gegen den vorigen convergiren muss, 
entstehen Widersprüche ($. 16). 

$. 31. Vierter Fall. Fortsetzung. Angenommen, « finde sich ein 
zweites Mal bei A. Dass es nicht in den Lücken zwischen den drei Drei- 
ecken liegen kann, lehrt für alle drei Unterfälle Satz 2. Wenn aber für 
a==1R das den zweiten Winkel « enthaltende, nach Satz 5 zu X stets 
symmetrische Dreieck J symmetrisch auf A’ oder auf X“ liegt, so sind 
N A” od immer drei Dreiecke von der Art, dass sie verschiedene Winkel 
bei demselben Punkt liegen haben, und dass zwei von ihnen aufeinanderliegen, 
während das dritte entweder frei oder einem von den anderen anliest. 

Dies ist aber ın den Fällen 1 und 3 dieses Capitels bereits erledigt. 

$. 32. Fünfter Fall. Alle drei Dreiecke aufeinander. Das ist nur 
bei «>1A möglich und zwar nur so, dass A’ und A” symmetrisch zu A 
sind, während ersteres Seite c, letzteres Seite 5 auf den gleichen Seiten von 
A liegen hat (Fig. 52). 

Läge « ein zweites Mal bei A, so wäre das Dreieck d, ın dem dies 
ca liegt, symmetrisch zu X (Satz 5), also_& X’ und X“. Somit lägen drei 
—_ Dreiecke mit verschiedenen Winkeln bei demselben Punkt, und dies ist 
im Cap. Ill. erledigt. 

Wenn dagegen « nur ein Mal bei jedem Punkt liegt, so müssen die 
Winkel 5 und y ın dem bei Ü befindlichen « ebenso liegen, wie es bei A 
der Fall. So fortschliessend erkennt man, dass stets abwechselnd Seite c 
und 5 sıch unter demselben Winkel « aneinander schliessen, wodurch ein 
halbreguläres Polygon entsteht. Dass die Figur sich wirklich zu einem sol- 
chen schliessen muss, folgt aus Satz 1. (Vgl. die ähnliche Betrachtung im 
$. 14). Andere als die Eckpunkte dieses Polygons werden nicht gefordert; 
soll trotzdem das System unbegrenzt sein, so müssen ausserhalb irgendwo 
noch Punkte liegen. Diese müssen ebenfalls congruenten Polygonen ange- 
hören, welche von ersteren isolirt sind; sonst läge ja « zweimal bei A. 
Alle Systeme mit halbregulären isolirten Polygonen sind aber schon in Cap. 1. 
ermittelt, so dass hier keine neuen Systeme entstehen. 

$. 33. Das Ztesultat dieses Uapıtels ıst, dass es keine regelmässigen 
Systeme geliefert hat, die nicht schon in den vorigen Capiteln gefunden 


wären. 
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Capitel V. 


Die Systeme mit gleichschenkligem Elementardreieck. 

$. 34. Durch Gleichsetzung zweier Seiten des bisher als ungleich- 
seitig vorausgesetzten Elementardreiecks in den bisher gefundenen Systemen 
erhält man Specialfälle derselben; jedoch bleibt es zweifelhaft, ob hierdurch 
alle Systeme, die bei gleichschenkligem Elementardreieck überhaupt möglich 
sind, erhalten werden. Daher muss dieser Fall besonders untersucht wer- 
den. Die Grundlinie AD des Elementardreiecks heisse jetzt g, der Schenkel 
AC=s, der Basıswinkel o, der X an der Spitze ». Wegen der Regel- 
mässigkeit müssen beide Elementarwinkel mit den ım Elementardreieck ihnen 
zukommenden Schenkellängen bei jedem Punkt vorkommen. Drei Fälle 
sind zu unterscheiden. 

l. Die beiden mit den Winkeln o resp. » bei emem Punkt liegen- 

den Elementardreiecke /\ und .' liegen aneinander. 

2. Sıe liegen aufeinander. Dies erfordert »>1M&. 

3. Nie liegen getrennt. 

$. 35. Erster Fall. Beide Elementardrerecke aneinander. Al=s 
sei gemeinsam. Dass sich der Basıswinkel #» mehr als ein Mal bei jedem 
Punkt befinden muss, folgt so: Angenommen, er wäre nur ein Mal vorhan- 
den, so fordert er in B den Winkel » als anstossenden, wodurch bei Ü 
neben w auch ein o zu liegen käme, so dass bei Ü nun doch zwei Basıs- 
winkel o lägen. 

Das Elementardreieck A” mit dem zweiten Basıswinkel bei A kann 
drei verschiedene Lagen haben, nämlıch: 

a) Es liegt dem von den ersten zwei Dreiecken gebildeten 

Parallelogramm an. 

b) Es liegt auf A’. 

c) Es liegt getrennt. 

Unterfall a) (Fig. 53). Der Winkel » sei zunächst <1#. Dann 
folgt wie im $. 12, dass sich lauter Elementardreiecke zu einem unendlichen 
Streifen aneinanderschliessen müssen, dessen parallele Grenzlinien in gleichen 


Abständen s oder g mit Punkten besetzt sınd. 


Damit das System nach zwei Dimensionen unbegrenzt sel, muss es 
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noch ausserhalb des Streifens Punkte besitzen; und man findet wie ım $. 13, 


dass diese äusseren Punkte auf // laufenden Streifen liegen müssen. So 
entstehen Specialfälle der Systeme Xl., Xll., XlIl. Bei den Streifen mit 
den Punktabständen 9 (dessen eine Grenzlinie ıhre Punkte senkrecht über 
den Mitten der Punktabstände der anderen liegen hat) scheint sich ein 
anderes System zu ergeben. Wenn nämlich der nächste Parallelstreifen 
irgend wıe viel gegen den Ausgangsstreifen verschoben ist, so kann der dritte 
Streifen gegen den zweiten um gleichviel, aber ın entgegengesetztem Sinn, 
verschoben sein, ohne dass «ie Regelmässigkeit gestört wird. Dies System ist 
indessen nicht wesentlich von XIII. verschieden; denn wenn man die einander 
zugewandten Grenzlinien zweier Nachbarstreifen als zusammengehörige Grenz- 
linien eines neuen, von dem vorigen verschiedenen, Streifens zusammentasst, 
so lässt sich das ganze System nun als aus solchen Parallelstreifen bestehend 
ansehen und ist jetzt mit Xlll. identisch. 
$. 36. Erster Fall. Unterfall a). 


/ 


Fortsetzung. &>1R. Bei 
o_>1IfR kann A” nur an dem Schenkel von /.’ anliegen, aber nicht an der 
Grundlinie von A (Satz 1). 

Wenn nun w nur eın Mal bei jedem Punkt vorkommt, muss in © 
und 5’ ebenso wie ın A zu jeder Seite von » ein o liegen (Fig. 54). So 
entsteht ein unendlicher Streifen // g, wie im vorigen Paragraphen. 

Wenn aber » mehr als ein Mal bei jedem Punkt liegt, kann man 
nicht so schliessen. Ist jetzt »—=1/t, so können beide » als anstossende 
oder als Scheitelwinkel liegen, wodurch als System ein Netz mit quadratischen 
Maschen entsteht. — Ist = # AR, so können nur gerade drei » um jeden 
Punkt herumliegen, wodurch als System ein Netz von regelmässig sechs- 
seitigen Maschen entsteht (Xle, Fig. 30). — Für #>$ Ak können überhaupt 
nıcht zwei w» bei demselben Punkt liegen, weil dadurch Dreiecke zu kleinen 
Umtangs entständen. 

Also bleibt nur der Fall zu untersuchen, wenn Ik<o<t#R. Jetzt 
können beide » nur als anstossende Winkel liegen, weil sonst mehr als drei 
kürzeste Elementarlinien s von einem Punkt auslaufen würden, was uner- 
laubt (Zusatz zu Satz 4). Aus demselben Grunde können nicht mehr als 
zwei w bei demselben Punkt vorkommen. Das den zweiten Winkel » ent- 


haltende Dreieck d habe AC mit 4’ gemein (Fig. 54); dann müssen auch 
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bei Ü in derselben Weise wie bei A zwei » aneinanderliesen. Das ist zwei- 
fach möglich: Entweder ist (A gemeinsamer Schenkel, oder UB. 

l. Es sı ECA=w. Jetzt ist an den gemeinsamen Schenkel 
jederseits nicht nur ein @», sondern auch ein » angelest. In derselben 
Weise müssen sich von 5’ aus an einen der beiden Schenkel s des dem 
Dreieck A“ angehörıgen Winkels » zwei » und zwei o anlegen. Der 
Schenkel 3’ A kann dies nicht sein, weil dadurch eine vierte von A aus- 
laufende kürzeste Elementarlinie s gefordert würde. Also muss D’A* 
dieser gemeinsame Schenkel sein, so dass dıe Punkte FG@H gefordert wer- 
den. Der in A“ enthaltene Winkel » muss nun einem der beiden bei ( 
befindlichen » entsprechen. Entspricht er dem Winkel AUB, so müssen 


drei streifenartig aneinander liegende Dreiecke neben ihm liegen, so wie 


neben A. Jetzt ist der Streifen zu einem aus sechs aneinandergefüsten 
Dreiecken bestehenden angewachsen. Wie X diesen Streifen beginnt, muss 
/" einen ebensolangen beginnen. So schliesst man auf die Existenz eines 


unendlichen Streifens // 9. Derartige Systeme sınd aber schon im vorigen 
Paragraphen untersucht. 

Entspricht dagegen Winkel ACE dem in X” befindlichen w, so folgt, 
dass sich an B’A"’F zwei neue Dreiecke so anschliessen müssen, wie sich X und 
B'A'H an 


angefangen wird. Hierbei wird auch ein Punkt @° (entsprechend (@) ge- 


—— 
Ä 


/s' anschliessen, so dass hierdurch ein zu 5’ F paralleler Streifen 
fordert, so gelegen, dass FG‘ gleich und // B'A. Dadurch schliesst sich die 
Figur DAb'A"FG' zu einem gleichseitigen symmetrischen Sechseck: und 
die Weiterführung der Construction liefert nun ein System, das aus 
zwei Gruppen paralleler unendlicher congruenter Streifen gebildet ıst, also 
nur einen Specialfall der allgemeinen Streifensysteme darstellt. 

2. ECB=o. (Fig. 54). Dem zu J gehörigen » kann entweder 
E'OB oder AUB entsprechen. Wenn ersteres der Fall, so müssen, wie 
neben #CB der Zug der Dreiecke A A'A' liegt, ebensolche drei neben 
DAC liegen, d. h. jener Zug muss sich noch um ein Dreieck verlängern. 
Wie’nun vier Dreiecke den von #&UÜB anhebenden Streifen bilden, so muss 
es auch neben DAÜ sein u. s. f. Dadurch entsteht der unendliche Streifen 
parallel 9, also nichts Neues. 

Wenn aber ACUB dem Winkel DACÜ entpricht, so muss ebenso, wie 


12* 
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der Zug der drei Dreiecke A A A” durch DAC hindurch, ein entsprechen- 
der Zug durch ACb gehen. So wird unter anderen Punkt / gefordert. 
Jetzt liegt im Winkel AUB an jedem Schenkel ein Winkel 0; so muss es 
auch in DAC sein; daher wird Punkt Ä gefordert. Dieser liegt nun, da 
o<4R ist, zu nahe an /, so dass /K<Zs, also unmöglich. Somit hat 
dieser Paragraph kein neues System geliefert. 

$. 37. Erster Fall. ÜUnterfall b). A" liegt auf A’. (Fig. 55). 
Zwei Arten dieses Aufeinanderfallens sind zu unterscheiden, nämlich je nach- 
dem A’ dem freien Schenkel von A’, oder dem den Dreiecken A und A 


semeinsamen Schenkel anliegt. 


le N” liege dem freren Schenkel AD an. 

Wenn & bei jedem Punkt nur ein Mal vorkommt, so erweitert sich 
der Zug dieser drei an- und aufeinanderliegenden Dreiecke zu einem unend- 
lichen Streifen, dessen parallele Grenzlinien in abwechselnd gleichen Abstän- 
den mit Punkten besetzt sind. Derartige Systeme sind in $. 22 behandelt, 


so dass hier nichts Neues entsteht. 


Wenn aber w bei jedem Punkt mehrmals vorkommt, kann man nicht 
so schliessen. Es können nur zwei » bei jedem Punkte liegen, und nur 
als anstossende Winkel. Wie im vorigen Paragraphen ist nur der Fall 
IR<w<%#R zu untersuchen. Das zweite bei A befindliche w, angehörig 


einem Dreieck d, kann nun entweder an AP oder an AC anliegen. 


a) AB’ ser gemeinsamer Schenkel für A’ und d. Wie bei A müssen 
auch bei 2 zwei w aneinanderliegen. Schlösse sich hier das zweite w an 
5b A an, so würde das zu ıhm gehörige Dreieck, zusammen mit A’ und A, 
einen Zug dreier Dreiecke bilden, wie er in den zwei vorigen Paragraphen 
untersucht ist. Schlösse sich aber das zweite » an 5’A” an als EB'A", 
so könnte dieser Winkel entweder dem ın A’ oder dem in Öd enthaltenen 
w entsprechen. Im ersteren Falle würde, wie in A’, in ihm ein Winkel o 
liegen müssen, angelegt an den gemeinsamen Schenkel beider », d.h. 
an DB’ A”. Das zu diesem o gehörige Dreieck bildet aber mit A” und Ö wieder 
einen Zug aneinanderliegender Dreiecke, also nichts Neues. — Entspricht 
dagegen Winkel E5’A” dem in d liegenden w, so wird, wie d gegen EB'A" 
liegt, zu d gelegen das Dreieck ACa” gefordert. Wie nun dieses Dreieck 








re es NE ya 











L. Sohncke, die regelmässigen ebenen Punktsysteme. 93 


und d zu EB A” liegen, müssen zwei entsprechende gegen J liegen: so fort- 
schliessend gelangt man zu einem regulären Polygon A"B' ACa”--.. Dies 
Polygon kann keine Ecke mit einem ihm congruenten Polygon gemein haben, 
weil dazu vier s von einem Punkt auslaufen müssten. Da es also 
isolirt ist, kann es nur zu einem schon im Cap. 1. gefundenen System An- 
lass geben. 

P) AU sei gemeinsamer Schenkel für ' und Ö$, so dass jetzt A(’d 
gleich d. Entsprechend diesen zwei bei A befindlichen » muss es auch in 
b' zwei » geben. Die Anlegung des zweiten » an B’A würde wieder drei 
aneinandergereihte Dreiecke, also nichts Neues, geben. Die Anlegung an 
3 A’, so das »—= EB’ A”, fordert, wenn dieser Winkel dem in 7’ enthal- 
tenen w entspricht, ein reguläres Polygon EB’'Ad.-., also nichts Neues. Ent- 
spricht aber E5’A”’ dem <<dAC, so muss er, wie dieser, den Winkel », 
anliegend am gemeinsamen Schenkel 5’A”, in sich enthalten. So wird Punkt 
F gefordert. Läge nun ın A” das zweite » dem A” 5’ an, so müsste in ent- 
sprechender Weise Aa” dem UA anliegen. Die Endpunkte der freien Schenkel 
dieser zwei entsprechenden Winkel würden aber um < s voneinander ab- 
stehen, was unmöglich. Also kann das zweite »® in A” nur an A’F an- 
liegen. Ein entsprechender Winkel muss dann an UD anliegen, und die 
Endpunkte der jetzigen freien Schenkel bestimmen zusammen mit A’B’AC 
ein gleichseitiges symmetrisches Sechseck, so dass nun von A” sowohl wie 
von (/ je zwei g in den von den beiden aneinanderliegenden » noch nicht 
eingenommenen Raum hinemragen. So ist's also bei jedem Punkt; also auch 
bei A; und dann hat man wieder den Zug dreier aneinandergereihter Drei- 
ecke, also nichts Neues. 

2. N” liege dem, den Dreiecken © und 2' gemeinsamen, Schenkel 
AC an, habe also die Lage ACa”. In Fig. 55 haben jetzt nur die Drei- 
ecke 1,4,ACa” Geltung. Wie bei Ü zwei » aneinanderliegen, muss es 
auch bei 3 sein, und zwar muss BÜ einer der drei Schenkel sein, die den 
anstossenden Winkeln » angehören. 

Läge nun in B ein » als anstossender Winkel neben ABC, so bil- 


A 


dete sein Dreieck, zusammen mit A und A’ drei aneinandergereihte, die 
schon früher behandelt sind. Läge aber dies » an der anderen Seite von 


BC, so bildete es, zusammen mit A A und ACa”, eine Combination, nicht 
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verschieden von der unter 1,3) in diesem Paragraphen behandelten. Somit 
entsteht hier nichts Neues. 

$. 38. Erster Fall. Unterfall ec). A” liegt getrennt von dem durch 
A & gebildeten Parallelogramm in A. Dies ist auf zwei Arten möglich: 
entweder so, dass es als aus der anstossenden Lage herausgedreht ange- 
sehen werden kann, oder symmetrisch dazu. Zunächst wird angenommen, 
es lagen beı jedem Punkt nur zwei Elementarwinkel o. 

Wie bei Annahme der ersteren Lage von A” zwei solche Winkel o 
bei A liegen, muss es auch bei 3 sein. So fortschliessend erhält man ein 
veguläres Polygon mit Seite g, und die Weiterführung der Construction lehrt, 
dass es isolirt ist. Also entspringen hier nur Systeme, die in Cap. I. ge- 
funden sınd. 

Bei der zweiten Lage von A” (Fig. 56) müssen in B so wie in A 
zwei o liegen. Entspräche Winkel ABC dem BAC, so müsste er einen 
Winkel » neben sıch haben, und es entstände der Streifen dreier aneinan- 
dergereihter Dreiecke, der schon untersucht ist. Entspricht aber Winkel 
ABU dem A’AC” des Dreiecks A’, so muss ein mit ABC DB’ übereinstim- 
mendes Parallelogramm bei ihm liegen, nämlich BDEF. So erhält man das 
früher gefundene, aus zwei Arten von Parallelogrammen gebildete System 
($. 24), welches mit XIII. identisch ist. 

Dass drei Elementarwinkel o bei einem Punkt vorkommen, ıst, wenn 
wow <Z 3 It, entweder unmöglich, oder es führt auf drei zum Streifen aneinander- 
sereihte Dreiecke, was schon behandelt ist. Wenn »>3AX, aber <IEK, 
oılt Aehnliches; nur wenn das dritte o dem s des Dreiecks A” anliegt, muss 
man so schliessen: Weil durch dies Anliegen zwei » nebeneinanderliegen, muss 
es auch bei A so sein; und da hierfür kein Platz, so ist diese Lage unmög- 
lich. — Ist endlich o»>1R (denn w=1R liefert nichts Neues), so darf 
das dritte o jedenfalls nur mit s an A” anliegen, so dass A” und Al”a” 
diese zwei o enthalten (Fig. 56). Wie bei U” zwei w aneinanderliegen, 
muss es auch bei 5 sein. Damit nun nicht vier s von B ausgehen, was 
unerlaubt (Zusatz zu Satz 4), so muss BÜ jedenfalls ein Schenkel des einen 
der bei BD liegenden Winkel » sein. Mag dieser Winkel nun an dieser oder 
jener Seite von BU anliegen: so bildet das zu ihm gehörige Dreieck, 


zusammen mit A und A‘, entweder drei aneinander-, oder drei an- 
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und aufeinanderliegende Dreiecke, wie sie in den vorigen Paragraphen 
untersucht sind. 

%. 39 Zweiter Fall. A und X aufeımander, wobe & >1R. 
(Fig. 57). Es ıst unmöglich, dass o nur einmal bei jedem Punkt liege. 
Dann müsste es nämlich bei 3 ebenso innerhalb eines » liegen, wie bei 4. 
und dann würden bei U doch zwei 5 vorkommen. 

Das zweite bei A befindliche » kann verschiedene Lagen haben. 

a) Zunächst liege es auf A=BAD. Wenn nun » nur einmal bei 
jedem Punkt vorkäme, so müssten in dem bei € befindlichen » auch zwei 
o liegen. So käme man auf ein isolirtes reguläres Polygon, also nur auf 
bekannte Systeme. Wenn aber » mehrmals bei einem Punkt vorkommt, 
so dürfen (abgesehen von dem nichts Neues liefernden Fall » = 1 /?) nur 
zwei w als anstossende Winkel vorkommen (Zusatz zu Satz 4). Wenn nun 
beı A das zweite » dem Schenkel AC anlıegt, bildet sein Dreieck mit 
zwei aneinanderliegende: liest es aber dem Schenkel AD’ an, so bildet es 
mit A5’D zwei aneinanderliegende Dreiecke. Das ist aber in den $$. 35-— 98 
erledigt. 

b) Wenn das zweite beı A befindliche » nıcht auf, sondern an A 
anliegt, so bildet es mit ihm zweı aneinanderliegende Elementardreiecke der 
88. 3938. 

c) Das zweite bei A befindliche # liege getrennt, und zwar so, als 
sei A aus seiner Lage herausgedreht, glech ZAF. Wenn nun o nur ein 
Mal bei jedem Punkt liegt, so muss AFE=w den Winkel » so ın sich 


enthalten, wie bei A. Nun kann dies o nicht an FA anlıegen, weil dadurch 





entweder vier s von .4 ausgehen würden, oder weıl zwei & bei .f aneinan- 
derliegen würden. Also kann # sich nur an FE anlegen, es heisse EF@. In- 
dem sich in F wieder ein äusseres o vorfinden muss, gegen AFE so ge- 
legen, wie FAE gegen D’AC u. =. f., so gelangt man zu einem regulären 
Polygon B'AF---. Wäre der Polygonwinkel gleich w, so lägen mehrere 
bei jedem Punkt, was hier ausgeschlossen; wäre aber der Polygonwinkel 
von w verschieden, so müsste das Polygon isolirt liegen, damit nicht 
mehr als drei s von einem Punkt auslaufen. Dann aber entsteht keın 


neues System. 
Wenn dagegen w mehrmals bei einem Punkt liegt, so ıst dies ohne 
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Widerspruch nur so möglich, dass AF gegen einen der Schenkel des Drei- 


ecks / unter diesem Winkel geneigt ist. Dann liest das diesen Winkel 
enthaltende Dreieck entweder dem A oder dem Dreieck AFE so an, wie 
es ın den $$. 35—38 behandelt ıst. 

d) Das zweite bei A liegende # habe eine zur vorigen symmetrische 
Lage, nämlich AF'E (Fig. 57). Wenn w nur ein Mal bei jedem Punkt liegt, muss 
ın AFE so wie nb’AC der Ko liegen; er kann wieder nuran F'E anliegen, 
nämlich ZF’@. Man ist nun berechtigt anzunehmen, dass ein drittes o 
nicht bei .! vorkomme; denn freiliegend würde es vier von A ausgehende 
s fordern; dagegen an einem der drei vorhandenen s anliegend würde es 
stets solche Lagen des An- oder Aufeinanderfallens von Elementardreiecken 
hervorrufen, welche entweder hier ausgeschlossen oder schon behandelt sind. 
Liegen nun bloss zwei o bei jedem Punkt, so muss gegen AB’ Ü=o ein 
wo» so liegen, wie D’AU gegen F’ AE, d. h. bei 5’ muss sich ein dem Vier- 
eck AF'E@ paralleles Viereck anschliessen. Der dem Punkte E ent- 
sprechende Punkt £” dieses Vierecks hat nun von @ stets einen Abstand 
< s, ohne doch in @ hineinfallen zu können. Dies folgt daraus, dass 
FAC>o sein muss. Also entsteht hier kein mögliches System. Dass 
aber » nicht mehrmals bei A liegen kann, folgt wie bei c). 

$. 40. Dritter Fall. A und N’ getrennt bei A. Käme o nur ein 
Mal bei jedem Punkt vor, so müsste sich bei jedem der zu 4’ gehörigen 
o ein o ın derselben Lage vorfinden wie bei .4. So fortschliessend ge- 
langte man zu einem regulären Polygon mit Seite s. Wäre dasselbe nicht 
isolirt, so müsste an jeder Ecke noch ein o liegen, was ausgeschlossen. Ist 
es aber ısolirt, so führt es nur auf Systeme des Cap. I. 

Jetzt komme o bei 4 zwei Mal vor; so würde es, an A’ anliegend, 
mit diesem zusammen, zwei Elementardreiecke bilden, wie sie schon in den 
$$. 35— 88 untersucht sind. Läge es ferner an der Seite s von £\, so ent- 
stände der Specialfall b) des Systems XI. (Fig. 29). Läge es aber an der 
Grundlinie 9 von 4, so überzeugt man sich zunächst, dass ein drittes o 
nicht bei A vorkommen kann (abgesehen von dem eben erwähnten System 
Fig. 29). Wie nun bei A zwei Elementardreiecke mit g aneinanderliegen 
(Fig. 58), muss es auch bei A’ sein. Hier muss sich nun » in derselben 


Weise anschliessen, wie in A. Dies ist entweder so möglich, dass das zu- 
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gehörige Dreieck @FA’ / ABD liegt; und dann entsteht ein Specialtall des 
" aus zwei Arten von Parallelogrammen gebildeten Systems XIII. ($. 24), in- 
dem hier zweierlei Rhomben mit einander wechseln. Und hier ist wieder 
der Specialfall bemerkenswerth, dass die eine Art Rhomben Quadrate sind 
(Fig. 59), welcher gleichzeitig ein Specialtall des Systems IV. ist (IV b.). falls 
man dort die Bedingung des Isolirtseins der Polygone aufhebt. — Oder der 
xFAAıst=A"A(. Da jetzt ein dem beim Ü befindlichen Linienbündel ent- 
sprechendes sich bei A finden muss, so muss sich in F ein Dreieck in der- 
selben Weise anschliessen. So wird man auf ein reguläres Polygon OAAF... 
mit Seite s geführt. Die Weiterführung der Construction zeigt, dass dies 
entweder ein isolirtes Polygon ist, also auf nichts Neues führt; oder dass 
es ein (Quadrat ıst, das an den Ecken mit vier congruenten Quadraten 
zusammenhängt, was jedoch nur ein Specıalfall des Systems mit zweierlei 
Rhomben ist. 

Wenn endlich das zweite » bei A frei zwischen N und 2 liest, so 
führt es, in dıe eine oder die andere Lücke gelegt, mit s oder g dem 
zugewandt, stets auf Specialfälle von Systemen mit unendlichen Streifen. 
ausser wenn es mit 9 dem g des A zugewandt liegt. Weil ein drittes 
bei A nicht möglıch ıst, müssen an jedem Punkt zwei s so zueinan- 
der liegen wie bei A. Dadurch wird man auf ein reguläres Polygon 
mit Seite I geführt, und da es ısolırt sein muss, entsteht kein neues 


System. 





| $. 41. Resultat dieses Capetels: Es giebt keine Systeme mit gleich- 
schenkligem KElementardreieck, welche nicht ais Specialfälle in den Systemen 


mit ungleichseitigem Elementardreieck enthalten wären. 


Capitel VR. 
Die Systeme mit gleichseitigem Elementardreieck. 


$. 42. Der Elementarwinkel BAC sei = eo. Kommt derselbe nur 
ein Mal bei jedem Punkt vor, so ist das gleichseitige Dreieck ısolirt, führt 


also nur auf die Systeme I., IL, II. des Cap. 1. 


Kommt « aber mehr als ein Mal bei A vor, so ist die höchste Mög- 
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lichkeit die, dass sechs « um einen Punkt herumliegen. Dies ist ein Special- 
fall der Bravarsschen Gitter. Fünf « können nicht um einen Punkt herum- 
lıegen. Vier « können einzig auf die Art bei einem Punkt liegen, dass sie 
aneinanderstossen und dass dıe äussersten beiden einen Winkel von # R 
zwischen sich lassen. Die Fortführung der Construction liefert das in 
Fig. 60 dargestellte System mit regulären Dreiecken und Sechsecken von 
gleichen Seiten, welches ein Specialfall von I. ıst (Ib.). Denn von den acht- 
zehn ein Sechseck umstehenden Dreiecken liegen die sechs schattirten so, 
wie System ]J. verlangt. Freilich sind diese Polygone nicht mehr isolirt. — 
Wenn sich nur drei @ bei einem Punkt finden, so liegen sie entweder an- 
einander, und dann entstehen Specialfälle der Systeme mit unendlichen 
Streifen; oder zwei « liegen aneinander, das dritte getrennt. Dann ent- 
steht wıe ın $. 40 ein System aus zwei Arten von Rhomben, also ein Special- 
fall von System XIII., — oder ein System mit regulären Polygonen, welches 
jedoch hier nur entweder auf einen Specialfall des eben gefundenen führt, 
bestehend aus Quadraten und Rhomben; oder auf Fig. 60. — Drei « kön- 


nen nicht getrennt bei einem Punkt liegen. 


Wenn nur zwei « bei einem Punkt vorkommen, müssen sıe jeden- 
falls getrennt liegen. Haben sie die Lage von Scheitelwinkeln, so gelangt 
man zu einem System, gebildet aus mit den Ecken zusammenstossenden re- 
sulären Sechsecken, deren jedes von sechs regulären Dreiecken um- 
eben ıst. (Fig. 61). Dies System Ille. ıst ein Specialfall der zu 


Ä 
oO 
System Ill. gehörigen Fig. 8, wenn die Bedingung des Isolırtseins fallen 
J 5 & 9; gung 

gelassen wird. 

Jetzt mögen beide bei 4 zusammenstossenden Dreiecke A und A’ frei, 
aber sonst beliebig gegeneinander liegen; der kleinere von den beiden Winkeln, 
die bei :1 zwischen beiden Dreiecken liegen, seı &. (Fig. 62). 

In derselben Weise muss sich in E ein Dreieck A” gegen A’ ge- 
legen vorfinden. Doch kann A” entweder mit der einen oder mit der an- 

oO 


deren Seite von A’ den Winkel & bilden. 


— 


1. Es si AEG=BAE= &. (Fig. 62). Von den beiden Dreiecks- 
winkeln bei # kann entweder der zu A’ oder der zu A” gehörige dem 
Winkel R.4C entsprechen. /m ersteren Falle ergiebt sich die Existenz 
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eines regulären Polygons mit dem Winkel 5, welches wegen <<4#R 
weniger als sechs Seiten haben muss. Auch muss es mehr als drei Seiten 
haben, da sonst ein dritter Winkel « bei A läge. Wenn es nun ein Vier- 
oder Fünfeck ist, muss es isolirt sein, weil die Anlegung eines ihm con- 
sruenten Polygons in A einen Winkel gleich oder < « hervorbringen würde, 
was beides ausgeschlossen. Ist es aber isolirt, so liefert es nur Systeme 
des Gap. I. — Wenn anderenfalls der zu X” gehörige Winkel bei # dem 
BAC entspricht, haben A und A” symmetrische Stellung gegeneinander. 
und ın demselben Sinne muss die ganze Figur symmetrisch werden. Das 


A 


in @ sich an Dreieck A” anschliessende Dreieck muss gegen X” wieder so 
liegen wie A” gegen N’. Ist dabei Winkel K@/==$, so entsteht entweder 
ein reguläres Polygon wie vorher, oder der Punkt / kommt so nahe an 
den zu ihm symmetrisch gelegenen Punkt 7 zu liegen, dass /I/’< AB, 
und das ıst unmöglich. Fielen aber // zusammen, während die zuge- 
hörigen Dreiecke eine andere gegenseitige Lage hätten als X X, so müsste 
ein drittes Dreieck bei A vorkommen, zu A so gelegen, wie die beiden in 
] zusammenstossenden gegeneinander. Dann aber lägen drei «o bei 
was ausgeschlossen. 

Wenn dagegen das ın (@ angeschlossene Dreieck so liegt, dass 
FGH=:, so liegt dies Dreieck // a‘. Das ihm symmetrische Dreieck 
b5IH' würde erst bei 5=#R seinen Eekpunkt /” ım Abstand 4 
von / liegen haben. Da aber <<4#/, so kommen / und /’ zu nahe an- 
einander, oder fallen ineinander, was beides unerlaubt. 


2. Es sa DEF=:. (Fig. 62). Das bei der anderen Ecke von 
A sich anschliessende Dreieck KDL kann zweı Lagen haben: entweder 
s, oder ÄDA=:. Im ersteren Fall bilden die drei Dreiecke 


ist WDE 
KDL, A und EF'@ dieselbe Figur, wie sub 1) die Dreiecke X A A, 








_— 


so dass nichts Neues entsteht. Im anderen Fall sınd dıe an die drei Ecken 


von A’ sich anschliessenden Dreiecke untereinander parallel, gegen A aber 
beliebig gestellt. In derselben Weise müssen um jedes Dreieck drei unter- 


einander parallele herumstehen. So entsteht Fig. 63, welche ıindess nur 


einen Specialfall des Systems Ill. bildet (llld.), und gleichzeitig des 
Systems 1I., wenn man bei beiden die Bedingung des Isolirtseins der Poly- 


gone fortlässt. 


13° 
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$. 43. Resultat dieses Üapitels: Alle Systeme mit gleichseitigem 
Elementardreieck sınd als Specialfälle in den Systemen der früheren Capitel 
enthalten. 

$. 44. Zusammenfassung aller Resultate. Schlussbemerkungen. 
Es giebt nur dreizehn wesentlich verschiedene Arten regelmässiger Punkt- 
systeme. Zehn derselben lassen sich auffasssen als aus lauter congruen- 
ten, getrennt liegenden. ganz- oder halbregulären (Definition siehe $. 3) 
Polygonen gebildet, deren Ecken die Systempunkte tragen. Diese Poly- 
sone sind entweder reguläre Dreiecke (System 1.. IL, III.) oder Quadrate 
(System IV... V.) oder Rechtecke (System VI., VII, VUl., X.) oder halb- 
reguläre Sechsecke (System IX.). Systeme, welche sich als aus lauter 
sanz- oder halbregulären Acht- oder Zwölfecken bestehend ansehen lassen, 
sind schon in den vorigen Systemen inbegriffen. Systeme mit anderen 


Polygonen aber giebt es nicht. Die nähere Charakteristik der zehn Poly- 


sonalsysteme findet sich ım Cap. I., besonders ın $. 8. 


Die übrigen drei Systeme lassen sich als aus gleichartigen unend- 
lichen parallelen gleich weit von einander stehenden Streifen bestehend an- 
sehen. deren parallele Grenzlinien ın gleichen Abständen mit Systempunkten 
besetzt sind. Die nähere Charakteristik giebt $. 20 (Cap. 111.). 

Zwischen scheinbar sehr verschiedenen Systemen finden mannig- 
fache Zusammenhänge statt, indem Specıalfälle des einen zugleich Special- 
fälle anderer Systeme sind (Beispiel: Fig. 30 gehört als Specialfall zu XI. 
und zu la.: Fig. 5 gehört zu 1. und Il., u. s. £.). 

3ei den Polygonalsystemen bilden meistens gewisse Punkte engere 
Gruppen, nämlich jene Polygone, aus denen das System aufgebaut ist, 
oder auch zwischen denselben gelegene andere Polygone. Andererseits 
giebt es Fälle, wo eine derartige Zusammenfassung zu engeren Gruppen 
(bei krystallographischen Betrachtungen: zu zusammengesetzten Mole- 
külen) nicht gerechtfertigt ıst, nämlich jene Fälle, wo man von jedem 
Punkt des Systems zu jedem anderen auf lauter gleichen Elementarlinien 
fortschreiten kann (z. B. Ila‘., Fıg. 5). 

Aus den ebenen Systemen lassen sıch leicht räumliche ableiten 
durch Aufeinanderschichtung in bestimmter Art. Auch kann man, ent- 


sprechend den Polygonalsystemen, direct die Polyedralsysteme aufsuchen. 
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Aber alle überhaupt möglichen regelmässigen Systeme des Raumes er- 
schöpfend aufzufinden, ıst minder leicht. Erst wenn dies gelungen ist, 
wird es auch nöthig sein, eine Ölassıfication derselben (und implieite 
auch der ebenen Systeme) nach dem grösseren oder geringeren Grade 
ihrer Symmetrie vorzunehmen und die Vergleichung mit den Krystall- 
systemen durchzuführen. Diese Aufgaben bleiben einer folgenden Abhand- 


lung vorbehalten. 


Carlsruhe, im Juli 1873. 


Druckfehler. 
Seite 70, Zeile 2 v. o. statt $. 21 lese man $. 22. 








Auszug aus einem Schreiben des Herrn Mertens an 
den Herausgeber. 





Wie ıch hofte, ist der folgende Nachtrag zu Joachimsthals vor- 
trefflicher Arbeit: Applications des determinants a la geometrie (dies Journal 
Bd. 40) von einigem Interesse. 

Der Ausdruck für den Halbmesser eines Kreises, welcher drei gegebene 
Kreise berührt, kann wie folgt hergeleitet werden. Es seien (a,,b,r,), (4a 4,73), 
(@, 53,73), (u,v, 0) die Coordinaten der Mittelpunkte und die Halbmesser der 
gegebenen und des gesuchten Kreises. Setzt man zur Abkürzung 

Bat ru 

(a3 — a) + (db; — b,)’ — (1, — r,) == 9, 

(a — a)’ + (db, — 5)? — (rn, — rn,” —=6, 

— A’ — 9’ — &+2BE+2CA+H+H2AB—-D, 

(—-AHB+EIAN, HA— B+EHBDBHAHB —- OGEr,—=E, 





ww 
u—a v—b, rn +9 
übe . v—bı nrt+9=S, 
U — (Gs U— b; N. En N 





so ergıiebt sich durch zeilenweise Multiplication 














u— a v—b n+9 Iya—u b,-v rn + 
1) S=ju—ı, v—b, +9... — u ,—v n+N 
u— a v—b, nr+9 ag b,—v nr +9 
0 16 42 
—=|46 0 A =4ABE. 


| 
| 
| 
| 


3834 0 
Andrerseits lassen sich S und die doppelte Fläche des von den Mittel- 


punkten der drei gegebenen Kreise gebildeten Dreiecks A bez. auf die Formen 
1 0 0 0 10 v 0 —1 





Br a 
0 u—a v—b n+9 j a—u ,b—v n+9| 
0 u, vb nn +9! ! y—u b—v n+9 
0 U — (As v—b; r, +9 1 Az — U b; ER +9 | 








bringen, und geben zeilenweise mit einander multiplicirt, das Resultat 
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0 rn +9 nr+9 n+%9 
u l 0 16 Bd 
9, / S—=— " ” — |} T N (£\ 
(2.) 1 1G 0 1 ı( +6) 
1 13 a 0 





Eliminirt man aus (1.) und (2.) S, so ergiebt sich 

| DHSH+-E=4AVADBE, 

|: — ES+-4X\VYABE 

sämmtlicher die drei gegebenen Kreise 


Man erhält die Halbmesser 


berührenden Kreise, mit passen- 


wenn man in dem Ausdrucke (3.) r., "a 7; 
den Vorzeichen behaftet. 
Das nämliche Verfahren lässt den Ausdruck für den Halbmesser eıner 

Kugel finden, welche vier gegebene Kugeln berührt. — Es seien (a,, b,, €, 71); 
(Q,, 55,673), (Az, da, Cy, 73), (Ay d,C, 4), (u, d, w, 9) die Mittelpunktscoordinaten und 
Halbmesser der vier gegebenen und der gesuchten Kugel, Y der Rauminhalt des 
von den Mittelpunkten der gegebenen Kugeln gebildeten Vierflachs; ferner 
werde zur Abkürzung gesetzt: 

(a, — a) + (di — b,)” + (a — 6)’ — (nn — Tr) —=N, 

(a — 43) + (bi — b,)? + (cı — 6) — (nn —r;” =B, 

(a — 4), + (bb, — 5) + (a — ca) — (nn — tr) =6, 

(4 — a)’ + (& — 6)’ + (3 — a)" — (73 

(a3 — a, + (db, — b,)” + (lo — a” — (nn —r,) =%d, 

(a3 — a;)’ + (b, — b,)” + (& — Br — (1, —r,)" =€, 


| 


eu 
.— 


— 1) 


| 











— VA? — BB? — 2 4L2BCH E+2CAEWT+-2ABAB —=L, 
0 2 5 83 oO, rn nn 
1oı 3 ce Io 413 €& 
ıIıAo0oe 83 =-M |ı a0 € B=N, 
1 Bee. ı ı8eo x 
IC PB Wo 1ıe sex o| 
u—a v—b w—a n +9 
u— on v—b w— 6; +9) rn 
u—; v—b v—G n+9 
u—a v—b, w—c, +8 


Multiplicirt man 7 zeilenweise mit der Determinante, welche aus 7 
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durch Behaftung der Glieder der drei ersten Verticalreihen mit dem Zeichen 


— hervorgeht, so ergiebt sich 








0 zu 4DB 4606| 
(4\ m__|t* A 1& ER u 4 
u HB ıC0 4a 
16 ıB ıW 09 
Andrerseits ıst aber 
10.0 u T Tail ae ne 
0 u—a v—b w—c r+9| 1 a—u ,b—v 4—w r +9 
T=|0 u— a, v—b, w— og n+9,6V= 1 m, —u ,b—v ,—w rn+H|, 
0 u—a, v—b W—C; +9) 1 a3—u BB —v g—w r,+9 
0 u—a v—b w—c +8 1 a,—u b—v y—wr, +9 
woraus durch Multiplication 
0 n +9 n +9 rn +9 rn +S | 
1 0 u 9 16 
8) 6 A 0 +6 = 
a yW| 
1 16 18 HU 0 | 





l 


gefunden wird. Die Elimination von 7 aus (4.) und (5.) giebt 
MS-+N=12vVL, 


— N+12AVL 
Pr ‚5 
Ich habe gelegentlich den Werth der Reihe 


E33, 719 Gi 
stztgtrein ınf., 
welchen Gauss ın den Disq. ar. art. 301 auf zehn Decimalstellen angiebt, 


mit aller gebotenen Sorgfalt auf weitere 17 Stellen berechnet und folgendes 








H= 


Resultat gefunden 
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Krakau, den 21, Mai 1575. 
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Untersuchung zusammenfallender reciproker Gebilde 
ın der Ebene und im Raume. 


(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 





D: allgemeine Reciprocität, d. h. die einfachste gegenseitig ein- 
deutige (lineare) Abhängigkeit ungleichartiger Elemente, wie Punkt und 
Gerade, oder Punkt und Ebene, zweier gleich mächtiger Grundgebilde von 
einander bietet die für viele Untersuchungen wichtigen Fragen dar, ob bei 
der Coineidenz beider Träger entsprechende Elemente auf einander fallen, 
welche geometrischen Orte solche besonderen Elemente und ihre entsprechen- 
den erfüllen, welche eigenthümliche Lage diese geometrischen Orte zu ein- 
ander haben u. s. w. Für den Fall zweier auf einander liegender reciproker 
Ebenen sind diese Fragen wohl zuerst von Seydewitz*) beantwortet; indes- 
sen erscheint eine Wiederaufnahme dieser Untersuchung, welche auch den 
dort bei Seite gelassenen imaginären Fall einschliesst, und eine dem heutigen 
Standpunkt der synthetischen Geometrie entsprechende Darstellung nicht 
überflüssige. Für den Fall reciproker Räume sind jene Fragen in den 
neuern Lehrbüchern von Z#teye*”) und Pfaf***) nicht vollständig oder 
nicht ganz zutreffend erörtert worden; es soll daher ım Folgenden versucht 
werden, diese Lücke zu ergänzen, indem die allgemeinen Eigenschaften recı- 


proker Beziehung als bekannt vorausgesetzt werden. 


A. Aufeinanderliegende reciproke ebene Gebilde. 


l. Die sämmtlichen Punkte einer Ebene # constituiren ein ebenes (Gre- 
bilde von gleicher Mächtigkeit mit den sämmtlichen Geraden einer anderen Ebene 
E,; jene Punkte können zu diesen Geraden in eine solche gegenseitig ein- 


deutige Abhängigkeit gesetzt werden (reciproke Beziehung), dass einem be- 





*), Seydewitz, Darstellung der geometrischen Verwandtschaften mittels projectivi- 
scher Gebilde, Grunerts Arch. f. Math. u. Phys. Bd. VIII. S. 1 ff. 
**) Reye, Die Geometrie der Lage, Il. Abth., Hannover 1868. 
*“) Pfaf, Neuere Geometrie, Erlangen 1867. 
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liebigen Punkte x der Ebene E eine bestimmte Gerade X, der Ebene #, 
entspricht und allen Punkten x einer beliebigen Gerade Y die sämmtlichen 
Strahlen X, eines einfachen Strahlbüschels y, entsprechen, welches mit 
jener Punktreihe projectivisch ist; dadurch werden zugleich die Geraden F 
der Ebene E auf die Punkte y, der Ebene E, in derselben eindeutigen Weise 
bezogen. Wir gehen nicht ein auf die Öonstruction eines beliebigen Paares 
von entsprechenden Elementen beider Gebilde, sobald die Beziehung durch 
irgend vier willkürlich gewählte Elementenpaare (wobei keine drei Punkte 
in einer Geraden liegen, keine drei Strahlen durch einen Punkt laufen 
dürfen) bestimmt wird*); vielmehr denken wir uns die Träger beider Ebenen, 
deren reciproke Beziehung gegeben ist, willkürlich auf einander gelegt und 
fragen nach solchen entsprechenden Elementen, welche in einander liegen. 
Die Beantwortung dieser Frage führen wir auf einen speciellen Fall 
reciproker Beziehung, den Fall des Polarsystems zurück, welcher allgemein 
bekannt ist.*”) Wenn nämlich die Träger der beiden reciproken Gebilde 
zusammenfallen, so haben wir in ein und derselben Ebene alle Punkte auf 
alle Geraden eindeutig bezogen, so dass jedem Punkte eine bestimmte Gerade 
entspricht und umgekehrt und einer geraden Punktreihe ein mit ihr projecti- 
visches Strahlbüschel; einen Fall solcher Art bietet aber das gewöhnliche 
Polarsystem dar, bei welchem noch die im Allgemeinen nicht erfüllte Be- 
dingung hinzutritt, dass jede solche Punktreihe mit dem ıhr entsprechenden 
Strahlbüschel in involutorischer Lage sich befindet; das System sämmtlicher 
Pole und Polaren in Bezug auf einen (reellen oder imaginären) Kegelschnitt 
liefert gerade ein solches Gebilde, und umgekehrt vertritt das Polarsystem, 
welches sich völlig unabhängig vom Kegelschnitt construiren lässt, einen 
Kegelschnitt: den Ort derjenigen Punkte, deren Polaren durch sie selbst 
laufen, und zugleich den von allen Geraden umhüllten Ort, deren Pole auf 
ihnen selbst liegen; dieser in beiderlei Hinsicht identische Ort (der Kern- 
kegelschnitt des Polarsystems) kann auch imaginär sein, während das Polar- 
system reell construirbar ist, und in diesem Falle vertritt es den imaginären 


Kegelschnitt. 





*) Vgl. Moebius, der barycentrische Calcul, fünftes Capitel. 
*"), Steiners Vorlesungen über synthetische Greometrie, Theil II., bearbeitet von 


H. Schröter. Vierter Abschnitt. 
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2. In zwei auf einander liegenden reciproken ebenen Gebilden, deren 
Träger £ und #&, sind, kann jeder Punkt und auch jede Gerade in doppel- 
tem Sinne als der einen oder der anderen Ebene angehörig aufgefasst wer- 
den; bezeichnen wır daher eine beliebige Gerade doppelt X (F,), so ent- 
sprechen ihr ın beiderlei Sinn ım Allgemeinen zwei verschiedene Punkte x, 
und y; die Verbindungslinie z,y trifft nun den Strahl X in einem Punkte, 
dessen zugeordneter vierter harmonischer Punkt mit x bezeichnet werde. 
Auf diese Weise stellen wir eine neue Abhängigkeit her, indem wir jedem 
Strahl X der Ebene einen neuen Punkt r zuordnen; die beiden entsprechen- 
den Elemente X und r liefern alsdann ein gewöhnliches Polarsystem, wie aus 
folgender Betrachtung hervorgeht: 

Drehen wir den Strahl X(Y,) 
um einen beliebigen in der Ebene 
festgehaltenen Punkt p (g,), 0 
beschreibt x, eine bestimmte mit 
dem Strahlbüschel projectivische 


gerade Punktreihe auf dem Trä- 





ger P, und y eine bestimmte _ 





mit demselben Strahlbüschel pro- 


. . . ’ . » Ss 
jeetivische gerade Punktreihe aut 
dem Träger Q@ vermöge der oe- \ 

o o ie) r l 
oecebenen recıproken Beziehuns Pi) 
geg ıproken Beziehung. 

Bezeichnen wır dıe Sehnitt- | 
X\N) 


punkte: 


Un 


KDD und (I, P)=n 
dann durchlaufen 5 und x, projectivische Punktreihen und ebenso auch 
y und 7,; dıese beiden projeetivischen Punktreihen sind aber mit jenen beiden 
identisch, denn vermöge der gegebenen reciproken Beziehung entspricht dem 
Strahl py der Schnittpunkt (P,F,); d. h. y und 7, sind ein Paar ent- 
sprechende Punkte derselben projectivischen Beziehung, zu welcher $ und x, 
gehören. Durch diese beiden projectivischen Punktreihen, welche 5 und x, 
auf den Trägern Q und P/, durchlaufen, wird nun zunächst der Ort des 


Schnittpunktes bestimmt: 
($ 11» Y x) nn 5, 


14* 
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wo & und x, y und n, irgend zwei Paare entsprechender Punkte sind; er 
durchläuft bekanntlich eine bestimmte Gerade L*), nämlich die Verbindungs- 
linie derjenigen beiden Punkte auf P, und Q, welche in beiderlei Sinn ent- 
sprechen dem Verbindungsstrahl von p(g,) mit dem Schnittpunkte (P,, Q); 
um sodann den zu s zugeordneten vierten harmonischen Punkt r zu ermit- 
teln, so dass (2,ysx)—= — 1 wird, müssen wir erst die Gerade z,y bei der 
Bewegung verfolgen; da x, und £ projeetivische Punktreihen durchlaufen, 
ebenso „, und y, endlich aber & und , perspectivische Punktreihen be- 
schreiben, weil sie in demselben Strahlbüschel liegen, so müssen auch % 
und x, projectivische Punktreihen erzeugen; also umhüllt yx, einen Kegel- 
schnitt, von welchem die Träger P, und Q und die Gerade L, wie leicht 
zu erkennen ist, Tangenten sind; diese drei festen Tangenten schneiden nun 
die veränderliche Tangente in den Punkten x, y und s, zu welchen der 
vierte harmonische r bestimmt wird; daher muss bekanntlich **) der Ort 
von x eine vierte feste Tangente W desselben Kegelschnitts sein, und da 
zwei Tangenten eines Kegelschnitts von allen übrigen in zwei projectivischen 
Punktreihen geschnitten werden, so folgt, dass die gerade Punktreihe, welche 
v auf dem Träger P durchläuft, projeetivisch ıst mit dem Strahlbüschel, 
welches Ä um p beschreibt. 


Das von dem Strahl X bei der Drehung um p beschriebene Strahl- 
büschel und die von r auf dem Träger Y durchlaufene projectivische Punkt- 
reihe befinden sich in involutorischer Lage; ziehen wir nämlich jetzt den 
Strahl pr, welcher die drei Geraden 

, . L respective in 
C !ı Ä 
treffen möge, dann finden sich die entsprechenden Punkte z, und £ durch 
folgende Construction: 
Ga, L)=u (u5,P)==3, 
(2, r, Q) = s- 


denn es müssen die drei Punkte: 


® 





*) Steiners Vorlesungen Il., Seite 90. 
*) A, a. O., Seite 125. 
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(8 !ıs Yyx,) == 5, 
(52, &2,) =Uu, 
Cn,tz)=r 


auf derselben Geraden L liegen: sind die Punkte 2, und £ hiernach bestimmt, 





so haben wir zu dem Schnittpunkte r = (Tr,, tz,) den zugeordneten vierten 
harmonischen aufzusuchen und nachzusehen, ob derselbe auf dem ursprüng- 
lichen Strahle X (},) liegt: dann müsste involutorısche Lage stattfinden. 


Nun sind aber nach der Construction die vier Punkte harmonisch: 


yas)=—]1, 

also auch die Verbindungsstrahlen derselben mit dem Punkte Z, d. h. 
Cyasy=—1 

oder 
(y usr)=— € 


und da die Punkte sur auf der Geraden Z liegen, so sind die vier Punkte 
harmonisch: 

(Q,L) 7 $ r, 
also auch die Verbindungsstrahlen derselben mit dem Punkte &, d. h. die 
Strahlen: 


- A 2 yrs . 


da nun die drei Punkte ?z,r auf demselben Strahle liegen, so sind die 
vier Punkte harmonisch: 

t 2, r (En , t2,) 
oder 

t 2, r (X, tz,), 
d. h. der vierte zu 7 zugeordnete harmonische Punkt liegt auf dem anfäng- 
lichen Strahl X, wie z. b. w. 

Wir haben nun durch unsere obige Construction eine derartige Be- 

ziehung hergestellt, dass wir zu jeder beliebigen Geraden X einen bestimm- 
ten Punkt r zugeordnet haben von der Art, dass wenn X sich um irgend 


einen Punkt p dreht und ein Strahlbüschel beschreibt, der Punkt x auf einer 


bestimmten Geraden V eine mit dem Strahlbüschel projectivische Punktreihe 
beschreibt und diese Punktreihe mit jenem Strahlbüschel in involutorischer 
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Lage sich befindet; daraus folgt, dass X und r ein Polarsystem constituiren, 
d. h. Pol und Polare ın Bezug auf einen gewissen (reellen oder imaginären) 
Kernkegelschnitt sind. Die Tangenten dieses Kernkegelschnitts X® sind nun 
solche ausgezeichneten Strahlen X(Y,), deren Pole r ın Bezug auf das be- 
kannte Polarsystem in ihnen selbst liegen, und wenn von vier harmonischen 
Punkten srx,y zwei zugeordnete zusammenfallen, so muss in diesen auch 
einer der beiden andern zugeordneten hineinfallen, also entweder x, oder y; 
jede Tangente dieses Kernkegelschnitts A® besitzt also die Eigenschaft, 
dass der in dem einen oder dem andern Sinne ıhr vermöge der gegebenen 
Reeiprocität entsprechende Punkt in ihr selbst liegt; wenn nun x, in X 
liegt, und wir fassen A als Y, auf, so muss auch y in demselben Strahle 
liegen, denn da x, auf Y, liegt, so muss auch X durch y gehen; wir 
sehen also, dass ın diesem Falle beide dem doppelt aufgefassten Strahle 
X (Y,) entsprechenden Punkte x, und y in ihm selbst liegen; der Punkt v 
ist der Berührungspunkt mit dem Kernkegelschnitt X”; der Punkt s ist, 
obwohl scheinbar unbestimmt, der vierte harmonische zu z,y und ı; wir 
werden später seinen Ort bestimmen (5.). Das erlangte Resultat lässt 
sich nunmehr folgendermaassen zusammenfassen: 

In der Ebene der beiden zusammenfallenden recıproken ebenen (re- 
bilde giebt es im Allgemeinen unendlich viele Strahlen von solcher Beschaf- 
fenhert, dass die vhnen ın dem einen und ım andern Sinne entsprechenden 
Punkte in ıhnen selbst liegen; diese Strahlen umhüllen einen bestimmten 
Kegelschnitt K'”, den Kernkegelschnitt eines Polarsystems, welches auf fol- 
gende Art construwrt wird: Irgend einem Strahle der auf einander lıegen- 
den reciproken Gebilde in doppeltem Sinne aufgefasst ÄX(Y,) entsprechen 
ım Allgemeinen zwer verschiedene Punkte x, und y, deren Verbindungslinie 
den Strahl in einem Punkte s trıfft, dessen zugeordneter vierter harmonischer 
r sei; dann constituren Ä und x das gesuchte Polarsystem als Polare und 
Pol. Wenn auf dem Strahle X(Y,) der entsprechende Punkt x, liegt, so 
lvegt auch der entsprechende Punkt y auf ihm. Hat das Polarsystem einen 
reellen Kernkegelschnitt, so sind jene besonderen Strahlen reell vorhanden ; vst 
der Kernkegelschnitt imagınar, so sınd auch jene besonderen Strahlen sammt- 


lich imagınar. 


3. Ganz ebenso wie wir von einem beliebigen Strahle X (F,) und 








3 
a 
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den beiden ihm entsprechenden Punkten x, und y in der vorigen Betrach- 
tung ausgingen, können wır andererseits von einem beliebigen Punkte in 
doppelter Auffassung 2 (y,) und den beiden ıhm entsprechenden Strahlen 
X, und Y ausgehen, den vierten harmonischen durch den Schnittpunkt der- 
selben gehenden Strahl X construiren, welcher zugeordnet ıst zu dem Ver- 
bindungsstrahl mit x(y,);: wir erhalten durch ganz gleichlaufende Be- 
trachtungen ein entsprechendes Resultat, welches folgendermaassen lau- 
ten muss: 

In der Ebene der beiden zusammenfallenden recıproken ebenen Ge- 
bilde giebt es im Allgemeinen unendlich viele Punkte von solcher Beschaf- 
fenheit, dass die ıhnen ın dem einen und andern Sinne entsprechenden 
Strahlen durch sıe selbst laufen: diese Punkte liegen auf einem Kegelschnitt 
k®, dem Kernkegelschnitt eines Polarsystems, welches auf folgende Art con- 
strurrt wird: Irgend einem Punkte der beiden auf einander liegenden reci- 
proken Gebilde ın doppeltem Sinne aufgefasst x (y,) entsprechen ım Allge- 
meinen zwei verschiedene Strahlen X, und Y: verbindet man den Schnitt- 
punkt derselben mit dem angenommenen Punkte und construrt den vierten 
diesem Strahle zugeordneten harmonischen Strahl X, so constitwren x und X 
als Pol und Polare das gesuchte Polarsystem. Wenn durch den doppelt 
aufgefassten Punkt x (y,) der entsprechende Strahl X, geht, so geht auch 
der entsprechende Strahl Y durch ıhn. Je nachdem das so bestimmte Polar-* 
system einen reellen Kernkegelschnitt hat oder nıcht, sind alle diese besonderen 
Punkte reell oder imagınar. 

Die beiden oben construirten Polarsysteme oder die ihnen zu Grunde 
liegenden Kernkegelschnitte K® und k® sind keineswegs identisch, haben 
aber eine eigenthümliche Lage zu einander, dıe wir später erkennen werden (4.). 
Sind beide Kegelschnitte reell, so schneidet jede Tangente von K® den 
Kegelschnitt k® in denjenigen beiden Punkten, welche ıhr ın beiderlei Sinn 
der reciproken Beziehung entsprechen, und die aus jedem Punkte des Kegel- 
schnitts k® an den Kegelschnitt K® gelegten Tangenten sind die beiden 
Strahlen, welche dem angenommenen Punkte ın beiderlei Sınn der reciproken 
Beziehung entsprechen. Dass die Kegelschnitte X® und %® gleichzeitig reell 
oder imaginär sind, ist selbstverständlich, weil der Kegelschnitt k“®” nichts 


anderes ist, als der Ort derjenigen Punkte, welche den Tangenten des Kegel- 
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schnitts X® in dem einen oder dem andern Sinne der gegebenen reciproken 
Beziehung entsprechen und auch umgekehrt. 

4. Gehen wir wiederum wie in 2. von einem beliebigen Strahle 
ın der Ebene beider Gebilde aus und bezeichnen denselben in doppeltem 
Sinne der reciproken Beziehung durch X (JY,), die beiden ihm entsprechenden 
Punkte durch x, und y, bestim- 
men den Schnittpunkt s der 
Verbindungslinie x,y mit dem 
anfänglichen Strahl und denken 
uns nun diesen Strahl nıcht um 


einen beliebigen Punkt p (4), 





S, sondern um den besonderen 
Punkt s gedreht, den wir im 
andern Sinne mit f, bezeichnen 
wollen, so werden sıch x, und y 
auf zwei bestimmten Geraden 
S, und 7 bewegen und zwei 


mit dem Strahlbüschel projec- 





tivische Punktreihen beschrei- 
ben; seien ferner die Schnittpunkte wiederum: 
(PR, (&, He 


so durchlaufen ebenfalls & und x, dieselben beiden projecetivischen Punkt- 
reihen wie y und 7,, aber weil der Strahl 57, um den festgehaltenen Punkt: 


(Sn 24) 
sich dreht und bei der Bewegung dieser Punkt auf einer und derselben nur 
von der gegebenen projectivischen Beziehung abhängigen Geraden zu bleiben 
gezwungen ist, so bleibt dieser Punkt; (5 7, 2%) immer derselbe s (Z,); dies 
folgt auch daraus, dass bei der Drehung des Strahls A (Y,) um diesen be- 
sonderen Punkt s(t,) das von X beschriebene Strahlbüschel mit der von 
x, durchlaufenen Punktreihe in involutorischer Lage sich befindet, denn dem 
Strahle sy entspricht der Schnittpunkt (S, Y,) und dem Strahle 2, x,, welcher 
mit sy identisch ist, entspricht im andern Sinne (7, X); folglich ist dıe ın- 
volutorische Lage erwiesen und daraus folgt wieder, dass die projectivischen 





Den 
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Punktreihen x, und y perspectivisch liegen müssen; denn bezeichnen wir 
den Schnittpunkt (S,, 7) mit m und im andern Sinne mit 2, so wird dem Strahl 
sm ein Punkt »-, auf S, entsprechen, und wegen der involutorischen Lage 
muss dem Strahl s », im ersten Sinne der Punkt z, im andern entsprechen: 
folglich fallen ın m (n,) zwei entsprechende Punkte der beiden projectivischen 
Punktreihen y und x, zusammen, mithin liegen diese perspectivisch; bezeich- 
nen wir noch mit » den Schnittpunkt von sr, und 7, so zeigt sich eine 
besondere Eigenschaft des Punktes m n,): ıhm entspricht namlich in beider- 
lei Sinn der recıproken beziehung eine und dieselbe Gerade u, v, welche wir 
demgemäss mit M, (N) bezeichnen. 

Dieses ausgezeichnete Elementenpaar, welches wir soeben ermittelt 
haben: »n (n,) und M, (N), und welches die charakterıstische Eigenschaft besitzt, 
in beiderlei Sinn der recıproken Beziehung gleichzeitig sich entsprechende 
Elemente zu bilden, ıst nach der obigen Oonstruction ein Paar Pol und 
Polare für beide vorhin ermittelten Polarsysteme oder für beide Kegelschnitte 
K® und 4” gleichzeitig; aber noch mehr: nehmen wir den vierten harmo- 
nischen Punkt $ zu su, vr, welcher dem s zugeordnet ıst, so müssen der 
Punkt s und die Gerade ms Pol und Polare für den Kegelsehnitt 4 sein, 
folglich muss auch der Punkt s Pol sein der Geraden m s im Beziehung auf 
den Kegelschnitt 4” (oder das ıhn vertretende Polarsystem), d. h. wenn 
wir zu $ die ıhm in beiderlei Sinn der reciproken Beziehung entsprechenden 
Strahlen, welche durch m(n,) gehen müssen, construiren und den dem $ 
zugeordneten vierten harmonischen Strahl bestimmen, so muss derselbe durch 
s sehen, oder wenn wir zu m $ die in beiderlei Sinn ihm entsprechenden Punkte 
auf M, (N) bestimmen und den zugeordneten vierten harmonischen Punkt, so 
muss derselbe mit s coineidiren, d. h. der Punkt s und die Gerade m s 
sind zugleich Pol und Polare für den andern Kegelschnitt A®, also für 
beide Kegelschnitte gleichzeitig; die beiden Punkte s und s sind also con- 
jugirte Punkte und ebenso natürlich die beiden Strahlen ms und ms con- 
jugirte Strahlen für beide Kegelschnitte X” und 4” gleichzeitig. 

Nehmen wir auf dem ermittelten Strahle M, (N) ırgend einen andern 
Punkt s(Zt,), so ändern sich auch 5, und 7), schneiden sich aber nothwendig 


in demselben Punkte m(n,), weil dieser der Geraden M,(N) ın doppeltem 


Sinne entspricht; es ändert sich auch 5, der vierte harmonische Punkt, aber 
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die vorige Eigenschaft, dass s und $ conjugirte Punkte sein müssen für 
beide Kegelschnitte X” und k® gleichzeitig, lässt sich in derselben Art er- 
weisen. Wir sehen also, dass nicht nur m(n,) und M,(N) Pol und Polare 
für beide Kegelschnitte gleichzeitig sind, sondern dass auch die beiden 
Punktsysteme (s,8), welche der Geraden M,(N) in Bezug auf beide Kegel- 
schnitte zugehören, identisch sind und daher ebenso die beiden Strahlsysteme, 
welche dem Punkte m(n,) in Bezug auf beide Kegelschnitte zugehören, zu- 
sammenfallen. Wir haben also folgendes Resultat: 

Die beiden Polarsysteme, deren Kernkegelschnitte K” und k® sind, 
haben ein ausgezeichnetes Paar m(n,) und M,(N) als Pol und Polare gemein- 
schaftlich, und es fallen ebensowohl die beiden Strahlsysteme, welche dem 
Punkte m(n,) in beiden Polarsystemen zugehören, zusammen, wie die beiden 
Punktsysteme auf der Geraden M,(N), welche den beiden Polarsystemen 
zugehören, identisch sind. Sind die beiden Kernkegelschnitte K” und k® 
reell, so haben sie also eine (reelle oder ideelle) doppelte Berührung*). Der 
Schnittpunkt der beiden gemeinschaftlichen Tangenten m(n,) und die Ver- 
bindungslinie der beiden Berührungspunkte M,(N) sind immer reell. 

5. Das im Vorigen ermittelte ausgezeichnete Paar sich in doppelter 
Weise entsprechender Elemente m(n,) und M,(N) ist einzig in seiner Art. 
Wir haben es construirt, indem wir von einem beliebigen Strahl X(F,) aus- 
gingen, den Schnittpunkt s(t,) desselben mit der Verbindungslinie x, y auf- 
suchten und zu s(t,) die beiden entsprechenden Strahlen S, und 7 ermittel- 
ten, welche sich ın dem Punkte m(n,) treffen, dem in beiderlei Sinn der 
reciproken Beziehung eine und dieselbe Gerade M,(N) entspricht. Ist nun 
diese Gerade M,(N) einmal gefunden, so wird irgend eine andere Grerade 
X (Y',) ıhr in einem Punkte s’(f,) begegnen, und die beiden entsprechenden 
Strahlen S', 7’ werden sich in dem früheren Punkte m(n,) schneiden müs- 
sen; denken wir uns zu dem Strahl X’(Y’,) die beiden entsprechenden 
Punkte «, und y' auf den Trägern S’, und 7 ermittelt, so muss das Dop- 
pelverhältniss der vier Punkte: 


—y 7 v ! 
N, (81 ; ,) (S,M,) Ti 


dasselbe sein, wıe das der vıer entsprechenden Strahlen: 


*) Steiners Vorlesungen 1. S. 364. 
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Be ee 
oder anders gestellt: 
sm X N sy 
da aber der Strahl sm durch n, geht, der Strahl X’ mit F’, und der Strahl 
N mit M, zusammenfällt, so muss auch der Strahl s’y' durch ix, gehen, 
d. h. die Verbindungslinie x, y' trifft den Strahl A’(F’,) in einem Punkte 
der Geraden M, (N); wir haben hiernach folgenden Satz: 

Wenn man in dem ganzen (Gebiet der beiden auf einander liegenden 
recıproken Ebenen zu jedem beliebigen Strahl in doppeltem Sinn aufgefasst 
X(Y,) die beiden ıhm entsprechenden Punkte x, und y aufsucht, so trifft 
die Verbindungslinie xy jenen Strahl in einem Punkte s, dessen gesammter 
Ort eine und dieselbe feste Gerade M, (N) ist, welcher in beiderlei Sınn der 
recıproken Beziehung eın und derselbe Punkt m(n,) entspricht. Dreht man 
den Strahl X(Y,) um emen und denselben Punkt s der Geraden M, (N), 
so läuft auch die Verbindungslinie x, y immer durch diesen Punkt und 
dıe dadurch erhaltenen Strahlenpaare bilden en Strahlensystem. 

Diesem Resultat steht ein ganz gleichlaufendes zur Seite, welches 
zwar schon aus der Reciprocität folgt, aber auch in gleicher Weise abge- 
leitet werden kann: 

Ist der ausgezeichnete Punkt m(n,) auf die oben angegebene Weise 
gefunden und wir nehmen einen beliebigen Punkt, den wir in doppeltem 
Sinne als x(y,) bezeichnen und dessen beide entsprechenden Geraden X, 
und F seien, während dem Punkte m(n,) dieselbe Gerade M,(N) in dop- 
peltem Sinne entspricht; verbinden wır dann die beiden Punkte m (n,) und 
z(y,) durch eine Gerade, welche wir mit P(@,) bezeichnen wollen, dann 


sind die ihr in beiderlei Sinn entsprechenden Punkte die Schnittpunkte: 
2», =(M,Ä) qa=(N,f). 
Nun entsprechen den vier Strahlen des durch p, gehenden Strahlbüschels: 


nun, pyı, MM: X 
dıe vier Punkte: 

ET, or 
oder anders gestellt (wobei die Gleichheit der Doppelverhältnisse bestehen 
bleibt): 


15* 
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mM, Bu. »,37, 4,8’ 

Da nun die Doppelverhältnisse dieser vier entsprechenden Paare gleich 
sind und der Strahl p, r, durch m geht, der Strahl p, y, durch x, der Strahl 
M, durch (P,N), so muss auch der Strahl X, dureh (P,Y)) gehen, d. h. 
der Schnittpunkt (X, Y) liegt auf der Verbindungslinie der Punkte x(y,) 
und m(n,). Das Weitere ist selbstverständlich, daher haben wir den Satz: 

Wenn man in dem ganzen Gebiet der beiden auf einander liegenden 
recıproken Ebenen zu jedem beliebigen in doppeltem Sinne aufgefassten Punkt 
x (y,) die beiden ihm entsprechenden Strahlen A, und Y aufsucht und den 
Schnittpunkt derselben mit dem angenommenen Punkte verbindet, so laufen 
alle diese Verbindungslinien durch einen und denselben festen Punkt m (n,), 
welchem in berderlei Sinn der reciproken Beziehung dieselbe Gerade M,(N) 
entspricht. Rücken wir den willkürlich gewählten Punkt x(y,) auf einem 
durch m(n,) gehenden Strahl fort, so bleıbt auch der Schnittpunkt (A; f) 
beständig auf diesem Strahl und die dadurch erhaltenen Punktenpaare bilden 
eın Punktsystem. 

Ist ein solches Punktsystem hyperbolisch, so sınd oflenbar die beiden 
Asymptotenpunkte desselben Punkte des Kegelschnitts 4, also hängen die 
auf sämmtlichen durch den Punkt m(n,) gehenden Strahlen bestimmten 
Punktsysteme in der Weise zusammen, dass ıhre Asymptotenpunkte den 
Kegelschnitt 4® erfüllen, und anderseits werden die Asymptoten aller 
derjenigen Strahlsysteme, welche wir oben für die Punkte s der Geraden 
M,(N) construirt haben, die sämmtlichen Tangenten des Kegelschnitts A® 
sein. Wir haben dadurch die beiden Kegelschnitte %® und A® noch in 
anderer Weise definirt, als durch die früher construirten Polarsysteme. 

6. Ausser dem einen von uns ermittelten Paare ausgezeichneter in 
beiderlei Sinn der reciproken Beziehung sich entsprechender Elemente m (n,) 
und M,(N) giebt es im Allgemeinen noch zwei andere Paare von gleicher 
Beschaffenheit aber von eigenthümlicher Lage, welche entweder beide reell 
oder beide imaginär sind. Das Strahlsystem nämlich, welches dem Punkte 
m(n,) für beide Polarsysteme gleichzeitig zugehört, hat ım Allgemeinen zwei 
Asymptoten (reelle, wenn es hyperbolisch ist, und imaginäre, wenn es ellip- 
tisch ıst) und anderseits hat das Punktsystem auf der Geraden M, (N), 


welches beiden Polarsystemen gemeinsam zugehört, zwei Asymptotenpunkte ; 
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da aber m(n,) und M,(N) selbst Pol und Polare für das Polarsystem sind, 
so liegt bekanntlich jenes Strahlsystem mit diesem Punktsystem perspectivisch, 
d. h. jene beiden Asymptoten gehen durch diese beiden Asymptotenpunkte hin- 
durch, oder wenn wir den reellen Fall vor Augen haben: die beiden Asymptoten 
sind die gemeinschaftlichen Tangenten, die beiden Asymptotenpunkte die bei- 
den Berührungspunkte der einander doppelt berührenden Kegelschnitte A und 
k®,. Jede der beiden Tangenten und der auf ıhr hiegende Berührungspunkt 
sind daher solche besonderen Elemente, welche sıch rücksichtlich der ge- 
sebenen reciproken Beziehung in doppeltem Sinne entsprechen, und haben 
dieselbe besondere Eigenschaft, wie das oben gefundene Paar m(n,) und 
M,(N) mit dem Unterschied, dass bei jedem dieser Paare der Punkt in 
dem ıhm ın doppeltem Sinne entsprechenden Strahle selbst lıegt. 

Mehr als diese drei Paare ausgezeichneter Elemente, welche ın beider- 
leı Sinn der recıproken Beziehung sich gleichzeitig entsprechen, kann es ım 
Allgemeinen nicht geben; denn gäbe es noch ein solches Paar, so müsste 
dies auch ein Paar Pol und Polare für beide oben ermittelten Polarsysteme 
sein, und dann würden diese beiden Polarsysteme, also auch ihre Kernkegel- 
schnitte identisch sein; es würde also jedem Punkt ın beiderleı Sinn der 
reciproken Beziehung dieselbe Gerade entsprechen. Dies ıst ein besonderer 
Fall, welchen wir die polare Lage der beiden auf einander liegenden recı- 
proken Ebenen nennen, und für den wır die nothwendige und ausreichende 
Bedingung aufsuchen wollen. 

Sei in den beliebig auf einander gelegten recıproken ebenen (rebilden 
das besondere Paar ausgezeichneter Elemente m (n,) und M,(N) bestimmt. 
welche ausser einander liegend in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung 
sich gleichzeitig entsprechen, und drehen wir jetzt um den Punkt m(n,) 
einen beliebigen Strahl X(Y,), so durchlaufen die entsprechenden Punkte x, 
und y auf derselben Geraden M,(N) ım Allgememen zweı verschiedene 
Punktreihen, welche mit dem von X(Y,) beschriebenen Strahlbüschel pro- 
jectivisch sind. Wir haben nun oben den vierten harmonischen Punkt t 
bestimmt, welcher von X(Y,) durch die Punkte x, und y harmonisch ge- 


trennt wird; dieser beschreibt bei der Bewegung von Ä(F},) eine dritte 


projectivische Punktreihe, welche mit dem Strahlbüschel in involutorıscher 


Lage sich befindet, und das daraus hervorgehende Strahlsystem und das 
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Punktsystem, die perspectivisch liegen, sind, wıe wir gesehen haben, beiden 
Polarsystemen, deren Kernkegelschnitte A® und %® sind, gemeinschaftlich. 
Es könnte nun der besondere Fall eintreten, dass das Strahlbüschel X mit 
der Punktreihe x, in involutorischer Lage sich befände, dann müsste 
y mit x, zusammenfallen, folglich auch in dıesen Punkt hineinfallen; es würde 
hiernach das Punkt- und Strahlsystem, welches A und x, erzeugen, identisch 
sein mit dem aus Y, und y oder aus A und r entspringenden, und wir wissen, 
dass die ınvolutorische Lage bedingt ıst durch ein einziges Paar verwechselt 
auf einander fallender entsprechender Elemente, d. h. sobald es nur einmal vor- 
kommt, dass während dem Strahl X der Punkt x, entspricht, auch dem nach x, 
hingehenden Strahl ım ersten Sinne der Beziehung ein auf X liegender Punkt 
im andern Sinne entspricht, dann jedes Mal diese involutorische Lage auftritt. 

In diesem besonderen Falle wird also jedem durch m (n,) gezogenen 
Strahl A(Y,) ein und derselbe Punkt x,(y) auf der Geraden M,(N) ent- 
sprechen, und wir haben ausser dem ursprünglichen Paare m (n,) und M, (N) 
noch unendlich viele andere Paare von ganz derselben Beschaffenheit, und 
hieraus folgt sogleich, dass dies allgemein und immer der Fall ist. Halten wır 
nämlich ein beliebiges solches Paar X(Y,) und x,(y) fest [wo X(Y,) durch 
m (n,) läuft und x,(y) auf M,(N) liegt] und drehen um x, (y) irgend einen 
Strahl Z (7,), so durchlaufen die beiden entsprechenden Punkte z, und £ 
zwei projectivische Punktreihen auf X(Y,); das von Z beschriebene Strahl- 
büschel und die von z, durchlaufene Punktreihe sind nicht allein projecti- 
visch, sondern befinden sich auch in involutorischer Lage, denn dem be- 
sonderen durch x, (y) gehenden Strahl N entspricht der Punkt n, und zu- 
gleich dem nach n,(m) hingehenden Strahl der Schnittpunkt von N (M,) mit 
A(Y,); aus der involutoriıschen Lage dieser beiden von Z und z, beschrie- 
benen Gebilde folgt nun, dass dem Strahl Z(7,) ein und derselbe Punkt 
2,(f) auf A(Y,) entsprechen muss, und da der Strahl Z(T7,) übrigens ein 
ganz beliebiger ist, zu dem jede Gerade in dem ganzen Gebiet der beiden 
Träger gewählt werden kann, so folgt, dass jeder Geraden in doppeltem 
Sinne aufgefasst ein und derselbe Punkt und umgekehrt jedem beliebigen 
Punkt in doppeltem Sinne aufgefasst eine und dieselbe Gerade entspricht, 
dass also die beiden reciproken Gebilde in polarer Lage sich befinden. Wir 
können also das Ergebniss der Betrachtung so zusammenfassen: 
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Wenn in zwei auf emander liegenden reciproken ebenen (Gebilden 
das immer reell und ım Allgemeinen nur ein Mal vorhandene ausgezeich- 
nete Elementenpaar m(n,) und M,(N), welches sich gleichzeitig in doppel- 
tem Sinne entspricht und ausser einander liegt, die eigenthümliche Lage be- 
sitzt, dass eın um m(n,) gedrehter Strahl X und sein entsprechender Punkt 
x, auf M,(N) involutorisch liegen, dann befinden sich die beiden recıproken 
(rebilde ın polarer Lage, d. h. jeder Geraden in der Ebene beider Trager 
entspricht in beiderlei Sınn ein und derselbe Punkt und jedem Punkte ın 
beiderlei Sınn je eine und dieselbe Gerade. Dieses in dem einen oder andern 
Sınn aufgefasste Doppelgebilde von Punkten und Strahlen constituirt eın ge- 
wöhnliches Polarsystem, und die beiden im Allgemeinen verschiedenen 
Polarsysteme, welche wir oben ermittelt haben, fallen in diesem besonderen 
Falle zusammen. 

7. Es entsteht nunmehr die Frage, ob und wie es möglich ist, 
zwer gegebene recıproke ebene (frebilde mit ihren Tragern E und E, so auf 
einander zu legen, dass sie ein Polarsystem bilden ? 

Wie auch die beiden Ebenen # und #E, auf einander gelegt werden 
mögen, immer befinden sich die beiden unendlich entfernten Geraden der- 
selben auf eimander; wenn also polare Lage eintreten soll, so müssen auch 
die ıhnen entsprechenden Punkte zusammenfallen; bezeichnen wır die un- 
endlich entfernten Geraden der beiden Ebenen #& und &, durch M” und N,” 
entspreche der Geraden M” der Ebene # der Punkt m} der Ebene #, und 
der Geraden N,” der Ebene E, der Punkt n’ der Ebene #; denken wir uns 
die Ebenen E und E, so auf einander gelegt, dass die besonderen Punkte 
m} und n’ zusammenfallen, dann haben wir noch die Freiheit, um diesen 
festgehaltenen Punkt die eine oder die andere der beiden Ebenen beliebig 
zu drehen, ohne die Ebenen selbst von einander zu trennen: das besondere 
Paar sich in doppelter Hinsicht entsprechender Elemente m} (n") und 
M®”(N,”) bleibt dabei unverändert bestehen; es ist nun leicht, um polare 
Lage zu erzielen, eine solche Drehung vorzunehmen, dass ein durch n’ 
gehendes Strahlbüschel X mit der auf N,” befindlichen projectivischen Punkt- 
reihe x, in involutorische Lage gelangt. Denken wir uns den Mittelpunkt 


n’ des Strahlbüschels X noch mit dem jedesmaligen ©, verbunden, so er- 


halten wir in n° zwei concentrische projectivische Strahlbüschel, die auf fol- 
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gende Art zur involutorischen Lage gebracht werden können; es giebt be- 
kanntlich in den beiden projectivischen Strahlbüscheln ein einziges immer 
reelles Paar von Schenkeln entsprechender rechter Winkel”), die wir mit 


s, t und s,. £, bezeichnen, so dass also die Winkel: 
(S, ) =— 90 und 85; t,) => 90° 


sınd; drehen wır nun die beiden Strahlbüschel um das gemeinsame Centrum 
m, (n") so herum, dass s mit Z, also auch s, mit ? zusammenfällt, dann sınd 
sie offenbar in involutorischer Lage, also die ebenen Gebilde in polarer Lage. 

Bezeiehnen wir kurz die besonderen Punkte m\ und n’, welche den 
unendlich entfernten Geraden der beiden reciproken Ebenen -entsprechen, als 
die Mittelpunkte, die besonderen immer reellen Strahlen s £, s, ft, (deren Con- 
struction, wenn die reciproken ebenen Gebilde ausser einander willkürlich 
gegeben sind, ersichtlich ist) als die Axen der beiden reciproken Gebilde, 
so können wir das Ergebniss folgendermaassen aussprechen: 

Zwei gegebene reciproke ebene Gebilde können immer dadurch ın 
polare Lage gebracht werden, dass man ihre Mittelpunkte vereinigt und die 
Axen verkehrt zur Deckung bringt (s mit t, und s, mit D). 

Dies kann, wenn man die Ebenen auch umklappen darf, offenbar ın 
vierfacher Weise geschehen, und die daraus hervorgehenden vier Polar- 
systeme, deren Kernkegelschnitte harmonisch -zugeordnet sind, besitzen 
eigenthümliche Eigenschaften.””) Wir bemerken schliesslich noch, dass 
diese Ergebnisse in vollkommener Uebereinstimmung stehen mit den be- 
kannten Betrachtungen bei Gebilden von einer Dimension; z. B. zwei allge- 
meine projectivische Punktreihen können immer so auf einander gelegt wer- 
den, dass ihre entsprechenden Punkte eine Involution (Punktsystem) bilden, 
indem nur die den unendlich entfernten Punkten entsprechenden Punkte 
vereinigt werden. Auch lassen sich nach Analogie unserer Betrachtung bei 
zwei beliebig auf einander geworfenen projectivischen Punktreihen die 
unbekannten Doppelpunkte auf die Asymptotenpunkte eines reell construir- 
baren Punktsystems zurückführen, was für manche Untersuchungen nützlich 


ist: Werden zwei gegebene projectivische Punktreihen auf einander gelegt, 





3. 


*) Steiners Vorles. Il. $. 
*) Steiners Vorles. I. S. 
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so ist jeder Punkt ıhres gemeinsamen Trägers doppelt aufzufassen als 
x (yı), der einen oder der andern Punktreihe angehörig; in beiderlei Sinn 
entsprechen ıhm ım Allgemeinen zwei verschiedene Punkte x, aus y: bestimmt 
man den vierten harmonischen Punkt x, durch welchen diese beiden harmo- 
nisch zu z(yı) getrennt werden, dann beschreibt bei der Veränderung das 
Punktepaar &X ein Punktsystem Involution), dessen Asymptotenpunkte die 


Doppelpunkte der beiden gegebenen proyectivischen Punktreihen sind. 


B. In einander liegende reciproke räumliche Gebilde. 


8. Wir können die sämmtlichen Punkte eines unendlich ausgedehnten 
Raumes A auf die sämmtlichen Ebenen eines zweiten «„leich mächtiven 
Raumes Zt, in einer solchen gegenseitig eindeutigen Weise beziehen. dass 
jedem Punkte x des ersten Raumes eine bestimmte Ebene X, des zweiten 
Raumes entspricht, während x eine beliebige Punktreihe auf einer Geraden 
g durchläuft, die entsprechende Ebene A, ein mit dieser Punktreihe projec- 
tivisches Ebenenbüschel, dessen Axe g, ist, beschreibt, also jeder Geraden 
g des Raumes Ä wieder eine Gerade g, des Raumes Zt, entspricht, end- 
lich einer durch zwei sich schneidende Gerade 9 und Ah gelegten Ebene F 
des ersten Raumes ein bestimmter Punkt y, der Schnittpunkt der entspre- 
chenden Geraden 9, und A,, entspricht (g, und A, müssen sich nämlich 
schneiden, weil dem Schnittpunkt (g, h) eine einzige bestimmte Ebene des 
haumes /t, entspricht, die durch g, und auch durch Ah, gehen muss, und da 9, und 
h, in einer Ebene liegen, so müssen sie sich tretien): folglich werden auch den 
Ebenen F des Raumes X, welche durch eine Gerade g gehen, die Punkte y, 
der entsprechenden Geraden 9, entsprechen, und das Ebenenbüschel wird 
wiederum mit der Punktreihe projectivisch sein. 

Eine solche Beziehung der beiden „leich mächtigen Räume A und 7, 
nennt man die allgemeine reciproke Beziehung, bei der den Punkten 
Strahlen und Ebenen des Raumes Ä die Ebenen, Strahlen und Punkte des 
Raumes ZA, in beiderseits eindeutiger Weise entsprechen. Wir gehen auch 
hier nicht auf die einfache Construction entsprechender Elemente der beiden 
reciproken Räume näher ein, wenn die Beziehung etwa durch fünf behebige 


Paare entsprechender Elemente, Punkte und Ebenen (von denen keine vier 


Punkte in einer Ebene liegen, keine vier Ebenen durch einen Punkt laufen 
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dürfen) bestimmt wird; vielmehr beschäftigen wir uns, da die Räume hier 
schon ihrer Natur nach ganz in einander liegen, d. h. den einzigen unserer 
Anschauung sich darbietenden unendlichen Raum erfüllen, nur mit der Frage, 
wann bei allgemein gegebener reciproker Beziehung entsprechende Elemente 
in einander liegen, d. h. em Punkt in der ihm entsprechenden Ebene selbst 
liegt, eine Ebene durch den ihr entsprechenden Punkt geht, eine Gre- 
rade mit der ıhr entsprechenden Geraden in eimer Ebene liegt oder die- 
selbe trıfft? 

Wir führen auch hier die Beantwortung dieser Frage auf einen be- 
kannten speciellen. Fall solcher reciproken Beziehung, das räumliche 
Polarsystem, zurück, d. h. Pole und Polarebenen, conjugirte Gerade in Bezug 
auf eine (reelle oder imaginäre) Fläche zweiter Ordnung, die Kernfläche 
des Polarsystems; ein solches von der Realität der Kernfläche völlig unab- 
hängises immer reell construirbares Polarsystem hat nämlich noch die 
ım Allgemeinen nicht erfüllte Eigenschaft, dass jedes Ebenenbüschel und 
die ihm entsprechende Punktreihe sich in involutorıscher Lage befinden; 
die Kernfläche des Polarsystems erscheint als der Ort derjenigen Punkte, 
deren Polarebenen durch sie selbst gehen, oder als umhüllt von denjenigen 
Ebenen, deren Pole in ihnen selbst liegen, oder endlich als der Ort der 
Schnittpunkte solcher conjugirten Strahlen, welche sıch treffen, und zugleich 
umhüllt von den Ebenen, in welchen sich zwei conjugirte Strahlen treffen; 
aber auch wenn die Kernfläche imagınär ist, ıst das Polarsystem immer 
reell construirbar und vertritt in diesem Falle die imaginäre Fläche zweiter 
Ordnung. ”) 

9. In den beiden einander durchdringenden reciproken Räumen kann 
jeder Punkt, jede Gerade und jede Ebene ın doppeltem Sinne aufgefasst 
werden, sowohl dem einen, als auch dem andern Raume angehörig; bezeich- 
nen wir daher eine beliebige Ebene, doppelt aufgefasst, durch X (},), so wer- 
den ihr ım Allgemeinen zwei verschiedene Punkte x, und y entsprechen; 
der Schnittpunkt der Verbindungslinie z,y mit der angenommenen Ebene 


A (Y,) heisse s und der zu s zugeordnete vierte harmonische Punkt, durch 


*) Vgl. Dr. @. Beyer: Untersuchungen über das räumliche Polarsystem, Inau- 
gural-Dissertation, Breslau 1868. 
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welchen z,y harmonisch getrennt werden, heisse r. Auf diese Weise stellen 
wir eine neue reciproke Beziehung her, indem wir zu jeder Ebene X den so 
construirten Punkt r zuordnen: diese entsprechenden Elemente A und r 
bilden alsdann ein gewöhnliches räumliches Polarsystem, wie aus folgender 


Betrachtung hervorgeht: 


Drehen wir die willkürlich gewählte bene X /(F,) um eine beliebige 
in ihr festgehalteue Gerade g (h,), so durchlaufen die entsprechenden Punkte 
z, und y zwei mit dem HEbenenbüschel projecetivische Punktreihen, deren 
Träger ım Allgemeinen zwei sich im Raume nicht treffende Gerade g, und A 
sein werden; suchen wır zunächst den Ort des Punktes s bei dieser Be- 
wegung auf und sodann den Ort von x. Die Ebene X (F,) schneidet die 


beiden Träger g, und A selbst in zwei Punkten, die wir beziehlich mit 
ee a 
(A, Alm, (F,g)en, 


bezeichnen wollen. dann beschreiben sowohl £ und x, als auch y und », je 


zwei projeetivische Punktreihen, die aber mit einander identisch sind, denn 


sy» 
iC/ 


vermöge der gegebenen reciproken Beziehung muss der Ebene gy d 
Schnittpunkt (g, }7), d. h. der Punkt „, entsprechen; es gehören also y und 
y, zu derselben projeetivischen Beziehung, zu welcher £ und x, gehören; 
wir haben daher nur zwei projeetivische Punktreihen £ und x, auf den 


beiden Trägern A und g, zu verfolgen, die wir als gegeben ansehen dürfen, 


Verbinden wir jetzt einen beiiebigen Punkt p der Geraden g (A,) mit 
den beiden bekannten projectivischen Punktreihen - und x, so erhalten wır 
in p zwei projeetivische ebene Strahlbüschel in verschiedenen I.benen. deren 
entsprechende Strahlen ps und px, sind: die beiden Strahlbüschel haben 
einen Strahl gemeinschaftlich, die Schnittlinie der Ebenen (p, h) und (p, 9, . 
welche von p nach dem scheinbaren Durchschnittspunkt der Träger A und 
9, hingeht; nennen wir die Punkte, in welchen dieser gemeinsame Strahl 
die Träger trıfit, e und f, die ıhnen durch die gegebene projeetivische Be- 
ziehung entsprechenden Punkte e, und /, und irgend zwei andere Paare ent- 
sprechender Punkte auf den Trägern AR und g, mögen S und ©, y und n, 
heissen, wo unter dem letzteren Paar das obıge verstanden werden kann 
oder auch nicht; dann sınd ın beiden Strahlbüscheln die Doppelverhältnisse 


einander gleich: 


16° 
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p(efeW=p(eafıXın,) oder 


—= ve m); 
nun ist aber pef, ein und derselbe Strahl, folglich muss perspectivische 


Lase eintreten oder die drei Ebenen: 


pa Ppsm pya 

müssen sich in einer Geraden schneiden, welche durch p geht. Hieraus 
folgt umgekehrt, dass die Schnittlinie der beiden Ebenen pSsn und pyz, 
wie übrigens auch die willkürlich gewählten Paare entsprechender Punkte 
& und x, y und », angenommen werden mögen, in einer und derselben festen 
“bene p fe, liegen muss; diese feste Ebene, deren Construction oben ange- 
seben ist, hängt nur ab von dem Punkte p und den gegebenen projectivischen 
Punktreihen; wır können dies Resultat noch etwas anders aussprechen: 

Sind auf zwei sıch nicht schnerdenden Geraden ım Raume h und g, 
als Trägern zwei bestimmte prozectiwische Punktrerhen < und x, gegeben 
und man legt durch einen beliebigen festen Punkt p des Raumes eine ver- 
änderliche Ebene, welche die beiden Trager respechve ın = und n, trifft, 
deren entsprechende Punkte x, und y sind, dann schneidet die durch p x, y 
gelegte Ebene die erste Ebene ın einem veränderlichen Strahl, welcher sıch 
in einer und derselben festen Ebene um p dreht. 

Nehmen wir jetzt einen zweiten Punkt p' auf der ursprünglichen 
Geraden g (h,) und stellen dieselbe Betrachtung an, so erhalten wir ein 
oleiches Resultat und eine bestimmte durch p’ gehende Ebene als Ort der 
Schnittlinien je zweier Ebenen p'&», und pyx. Fassen wır aber nur das 
einfache Ebenenbüschel auf, welches durch p und p’ gleichzeitig geht und 
dessen Axe g (h,) ist, so werden die beiden Ebenen px,y und px, y, deren 
Schnittlinie &, y ist, dıe veränderliche Ebene des Büschels, welche ın & und 
7, den Trägern begegnet, ın je emem solchen Punkte treffen müssen, 
dessen gesammter Ort gemeinschaftlich ıst den beiden vorigen festen Ebenen, 
d. h. eine bestimmte feste Gerade ist; der gesuchte Ort unseres Punktes 
s ist daher eine gewisse Gerade / ım Raume, deren Lage noch näher da- 
durch bestimmt wird, dass sie eine Generatrix desjenigen Hyperboloids ist, 
welches von allen Verbindungsstrahlen x, y erzeugt wird; in der That, da die 


Punkte 5 und z, projectivische Punktreihen auf den Trägern A und g, bilden, 


> 
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ebenso r, und y projeetivisch sind, & und », aber perspectivisch in dem- 
selben Ebenenbüschel liegen, so müssen auch y und x, projecetivische Punkt- 
reihen durchlaufen, also wird ihre Verbindungslinie eine Regelschaar eines 
Hyperboloids bilden; da der Punkt s des veränderlichen Strahls y x, ein Gerade 
! durchläuft, so muss dieselbe eine Generatrix der zweiten Schaar sein, 
welcher die Träger 9, und A angehören, wir haben also zunächst dies 
Resultat: 

Wird ın den beiden reciproken Räumen eine doppelt aufgefasste 
Ebene ÄXÄ(FY,) um eine beliebige Axe g (h,) gedreht, so durchlaufen die ent- 
sprechenden Punkte T, und Y zwei mit dem Ehenenbüschel projechwische 
gerade Punktreihen auf den Tragern g, und h: die Verbindungslinie x, y 
erzeugt eine ltegelschaar eines Hyperbolords und trifft dıe jed: smalıge 
anfängliche Ebene X(},) in einem Punkte s, dessen gesammter Ort 
eine bestimmte Gerade I ıst, die eine (reneratriwx der zweiten Regel- 
schaar des vorigen Hyperbolords ist, welcher die Trag: 49 und h an-. 
gehören. 

Wir haben nunmehr den vierten harmonischen, zu s zugeordneten Punkt 
r aufzusuchen, durch welchen x, und y harmonisch getrennt werden mit s. 
d. h. für den das Doppelverhältnis «,ys=—1 ıst. 

Denken wir uns vollständig das Hyperboloid 7” hergestellt, aut 
welchem x,y eine Regelschaar durchläuft, während Ag, und / drei Genera- 
trıces der andern Regelschaar sind, construiren wır auf der Generatrix &,ys 
den vierten harmonischen Punkt r und auf einer zweiten Generatrix dersel- 
ben Schaar X, y s' den vierten harmonischen Punkt r', so wird die Verbin- 
dungslinie rr' ganz auf dem Hyperboloid 7° liegen müssen und eine Genera- 
trıx der andern Schaar sein: denn da irgend zweı (reneratrices einer Schaar 
des Hyperboloids von den sämmtlichen Greneratrices der andern Schaar in - 
zwei projectivischen Punktreihen geschnitten werden und die Doppelverhält- 
nisse (x, ysr) und (a, y s’ Y) einander gleich sind, weil beide — 1 sind, so 
ist rr' eine Generatrix des Hyperboloids 7°, die wir g nennen wollen; nun 
werden aber alle übrigen Generatrices der ersten Schaar von diesen vieren 
hg,l!a auch in gleichen Doppelverhältnissen geschnitten, die also hier immer 


harmonische Verhältnisse (— 1) sind; folglıch ıst der Ort aller vierten har- 


monischen Punkte r die Gerade a und der Punkt x, welcher auf dieser 
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Geraden sich bewegt, beschreibt eine Punktreihe, die mit x,. also auch mit 
dem ursprünglichen Ebenenbüschel A (Y,) projectivisch ist; es bleibt jetzt 
noch nachzuweisen, dass das Ebenenbüschel, welches die Ebene X(Y,) be- 
schreibt, und dıe gerade Punktreihe, welche r durchläuft, in involuto- 
rıscher Lage sıch befinden. Dies können wır in Kürze tolgendermaassen 
nachweisen: 

Legen wır durch die Axe 9 (Ah,) und den gefundenen Punkt x eine 
Ebene (Z, 7), welche dıe Geraden: 


h 9, respective ın 


= 


ı 
.. i / 


treffen möge, und seien dıe entsprechenden Punkte z, und £ auf diesen beiden 
Trägern, so wissen wir, da nach dem Obigen im Grunde nur zwei mit ein- 
ander projectivische Punktreihen auf diesen Trägern vorhanden sind, dass 
die Doppelverhältnisse folgender vier entsprechender Punktenpaare gleich 
sein müssen: 


(S y (= (X, 2,9, 7,) oder 


f 


| 


ı I 2, . 


Nun geht durch die Axe g (h,) eine Ebene A (},), welche dıe Punkte £ und 
»„, enthält, eine zweite Ebene Z(T7,), welche die Punkte Z und r, enthält; 
mithin können diese beiden Ebenen als Doppelebenen zweier projeetivischer 
Ebenenbüschel aufgefasst werden, bei denen die durch y und x, em Paar 
und die durch ? und z, ein zweites Paar entsprechender Ebenen sein müs- 
sen; da aber die durch y und x, gelegten Ebenen nach der Construction 
von den beiden Doppelepenen harmonisch getrennt werden, so bilden die 
beiden projeetivischen Ebenenbüschel ein hyperbolisches Ebenensystem (In- 
volution), und es müssen daher auch die durch und z, gelegten Ebenen 
von den beiden Doppelebenen harmonisch getrennt werden; wird also die 
durch v geleste Ebene Z (T,) von den Verbindungslinien der beiden ent- 
sprechenden Punkte 2, und £ ın einem Punkte r getroffen, dessen zugeord- 
neter vierter harmonischer Punkt 3 ist, so muss 3 ın der zweiten boppel- 
ebene oder in der anfänglichen Ebene A(Y,) liegen. Dadurch ıst nun die 
involutorısche Lage dargethan und zugleich erwiesen, dass X und r die 


veränderlichen Elemente (Polarebene und Pol) eines bestimmten räumlichen 
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Polarsystems sınd, dessen (reelle oder imagınäre) Kernfläche wir F® nennen 
wollen. Die Tangentialebenen dieser Kernfläche sind nun solche ausgezeich- 
neten Ebenen A (Y,), dass ihre Pole r ın ıhnen selbst liegen, und wenn von 
vier harmonischen Punkten srx,y zwei zugeordnete s und r zusammenfallen, 
so muss auch einer der beiden andern zugeordneten Punkte in diesen dop- 
pelten Punkt hineinfallen, also entweder x, oder y; jede Tangentialebene 
der Kernfläche F" besitzt daher die Eigenschaft, dass der ın dem einen 
oder dem andern Sinne der gegebenen reciproken Beziehung ıhr entspre 
chende Punkt ın ıhr selbst liest. Wenn nun x, in Ä liegt und wir fassen 
Ä als eine Ebene /, auf, welche durch x, geht, so muss auch der ent- 
sprechende Punkt y ın der Ebene A lhiegen. Wir sehen also, dass allemal 
beide der Ebene A (F,) ın doppeltem Sinne entsprechenden Punkte x, 
und % gleichzeitig ın ıhr liegen: der auf dieser Geraden liegende Punkt ı 
ist der Berührungspunkt mit der Kernfläche #9. Wir haben demnach tol- 
vendes Resultat: 

In zwer gegebenen einander durchdringend.: Z recıproken Raumen 
gvebt es ım Allgemeinen unendlich viele Ebenen VOR solcher Beschaffenheit, 
dass die ıhmen entsprechend: n Punkte in ıhmen selbst liegen. Wird eine 
solche Ebene ın doppeltem Sinne als X (Y,) aufgefasst und liegt der ent- 
sprechende Punkt x, ın ıhr, so legt auch der entsprechende Punkt y ın ıhr. 
Alle solche libenen umhullen eine bestimmte Flache zwetier Ordnung FO 
die Kernjlache eines raumlichen Polarsystems. welches auf folg: nd Art 
constrwrt wird: Irgend einer in doppeltem Sınne aufgefassten Ebene X (Y,) 
der heiden recıproken Raume entsprech 2 um Allge meinen zwei verschied. ne 
Punkte x, und Y, deren Verbindungslinıe die Ebene ın einem Punkte s trifft, 
dessen zugeordneier vierter harmonischer Punkt x ser; alsdann constitwiren 
X und x als Polarebene und Pol dieses raumlıche Polarsystem. [st die Kern- 
flache desselben ıimagınar, So giebt es IR ıne solch« besonderen Eb: nel, deren 
entsprechende Punkte in ihnen selbst liegen. 

1lV. Ganz ebenso, wie wır in der vorıgen Betrachtung von einer be- 
iebigen Ebene X(Y,) und den beiden ıhr entsprechenden Punkten x, und y 


auseingen, können wir anderseits von einem beliebigen Punkte ın doppel- 


tem Sinne der reciproken Beziehung: x (y,) und den beiden ıhm entsprechen- 


den Ebenen X, und Y ausgehen und durch die Schnittlinie derselben dıe vierte 
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harmonische Ebene X legen, welche zugeordnet ist zu der durch den an- 
fänglichen Punkt x (y,) gehenden Ebene; wir erhalten durch ganz gleich- 
laufende Betrachtungen em entsprechendes Resultat, welches folgendermaas- 
sen lauten muss: 

In zwei gegebenen einander durchdringenden recıproken Kaumen 
giebt es ım Allgemeinen unendlich viele Punkte von solcher Beschaffenheit, 
dass die ihnen entsprechenden Ebenen durch sie selbst gehen, Wird eın 
solcher Punkt in doppeltem Sınne als z(y,) aufgefasst und geht die ent- 
sprechende Ebene X, durch ıhn, so geht auch die entsprechende Ebene F 
durch ihn. Alle solche Punkte liegen auf einer Fläche zweiter Ordnung f”, 
der Kernjläche eines radumlichen Polarsystems, welches auf folgende Weise 
constrwirt wird: Irgend einem in doppeltem Sinne aufgefassten Punkte x (yı 
der beiden recıproken Raume entsprechen um Allgemeinen zwei verschiedene 
Ebenen Ä, und > deren Schnittlinie mit dem ANGENOMMETEN Punkte ver- 
bunden eine Ebene l\efert, deren zugeordnete vierte harmonische X sei, als- 
dann constituren x und X als Pol und Polarebene dieses rdumliche Polar- 
system. Ist die Kernflache desselben ımagınar, so giebt es keine solche be- 
sonderen Punkte, deren entsprechende Ebenen durch sie selbst gehen. 

Die beiden soeben construirten Polarsysteme oder die ıhnen zu Grunde 
liegenden Kernflächen F” und f"” sınd keineswegs identisch, haben aber 
eine eigenthümliche Lage zu einander, die wir später erkennen werden. 
Sind sie reell, was natürlich ımmer bei beiden Flächen gleichzeitiz der Fall 
ist, und entsprechen einer Tangentialebene A (},) der Fläche F” die beiden 
in ihr liegenden Punkte x, und y, so geht die Verbindungslinie derselben 
durch den berührungspunkt : anderseits entsprechen einem Punkte & (Yı der 
Fläche f” die beiden durch ıhn gehenden Ebenen A, und F, so liegt die 
Schnittlinie derselben ın der Tangentialebene des Punktes x (y,) an der 
Flache f”. 

Die Frage nach soichen Geraden ın den beiden reciproken Räumen. 
deren in dem einen oder andern Sinne entsprechende Gerade sie treffen. 
die also gleichzeitig einen Schnittpunkt haben und in einer Ebene liegen, lässt 
sich aus dem Vorigen leicht beantworten. In der That. wenn zwei sich ent- 
sprechende (rerade der beiden reciproken Räume g und g, sich treffen, so 


muss ihr Schnittpunkt x (y,) von solcher Beschaffenheit sein, dass die ıhm 
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entsprechende Ebene A, durch 9. die ihm entsprechende Ebene F durch 9 
hindurchgeht. folelıch ıst dieser Schnittpunkt En (yı) ein Punkt der Fläche f®, 
und gleichzeitig muss die durch (y9,) gelegte Ebene U(FV,) den in dem 
einen Sinne ihr entsprechenden Punkt », auf 9, den in dem andern Sinne 
ihr entsprechenden Punkt » auf 9 haben, also muss die durch gy, ge- 
leste Ebene eine Tangentialebene der Fläche F” sein. Wir haben also 
den Satz: 

Wenn zweı sıch entsprechende (rerade der beiden recıproken Ratmı 
sıch treffen, So lvegt ıhr Schnittpunkt auf der Flache fa‘ dıe durch sie be- 
stimmte Ebene ist eine Tangentraleben« der Flache F”. 

Fassen wır dıe Gerade g, die mit 9, ın einer Ebene liest, in dem 
andern Sinne als A, auf, so muss, weıl sie in F, hegt. die entsprechende 
Gerade A durch » gehen, also da ” auf g liegt, so folet der Satz: 

Wenn eine In doppeltem Sınne aufgefasst (reradı q "h. son der 
dem einen Sinne {hr entsprechenden (reraden g; getroffen wird, so wıra 
sıe auch von der ın dem andern Sınne ihr entsprechend. n (reraden Äh 
getroffen. 

Nehmen wır umgekehrt einen beliebisen Punkt der Fläche f” ın 
doppeltem Sinne aufgefasst: x (y,) und seien die beiden ihm entsprechenden 
Ebenen, welche durch ıhn gehen: A, und F, dann wird jedem Strahl 9. der 
durch x geht und in der Ebene F liegt, ein Strahl 9, entsprechen, der durch 
denselben Punkt Yı geht und in der Ebene R lest: solche zwei Strahlen De=- 
schreiben bei der Bewegung projecetivische Strahlbüschel in den Ebenen F 
und A, die durch je zwei entsprechende Strahlen gelegte Ebene (y 9,) um- 
hüllt daher einen Kegel zweiter Ordnung, den Tangentialkegel aus den 
Punkte x (y,) an die Fläche F”:; jedem andern durch x gehenden Strahl g. 
der nicht in der Ebene F liegt, wird ein Strahl 9, ın der Ebene A, ent- 
sprechen, der nicht durch y, geht: da dieser Strahl g, der ganz ın der 
Ebene X, liegt, nicht durch x (y,) geht und der Strahl 4 nur diesen ein- 
zigsen Punkt x (y,) mit der Ebene gemein hat, so können sich solche zwei 
Strahlen 99, nicht treffen. Wir haben also folgendes Resultat: 

Semmtliche durch einen wılll urlichen Punkt z Yı l: N lich: Er 
gehenden Strahlen. welche "ON d: 7 ıhnen entsprechenden getroffen werde 


liegen in denjenigen hr ıden Ebenen X und Fi. die durch lıesen Punkt 
ı « [z 


> 
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gehen und in beiderlei Sinn der Beziehung ıhm entsprechen; jede Tanygen- 
tialebene des aus dem Punkte x (y,) an die Fläche F” gelegten Tangental- 
kegels schneidet die beiden Ebenen Y und X, in zwei entsprechenden 
Strahlen. 

Ebenso tolgt das gegenüberstehende Resultat: 

Sämmtliche in einer willkürlichen Tangentialebene X(Y,) der Fläche 
F® enthaltenen Strahlen, welche von den ihnen entsprechenden getroffen 
werden, gehen durch diejenigen beiden Pumkte x, und y dieser Ebene, welche 
ın beiderler Sinn der Beziehung ıhr entsprechen: jeder Punkt des Kegel- 
schnitts, in welchem die Ebene X(Y,) die Flache f” schneidet, liefert mit x, 
und y verbunden, zwer entsprechende Strahlen. B 

Hieraus folet weiter: Wenn wir die durch den willkürlichen Punkt 
x (y,) der Fläche f” ehenden ihr in beiderlei Sinn entsprechenden Ebenen 
X, und Y kennen, von denen die erste ın einem Kegelschnitt X”, die an- 
dere in einem Kegelschnitt Y“® die Fläche f'” schneiden möge [welche 
beiden Kevelschnitte A und F® die Schnittline der Ebenen X, / zu 
einer gemeinschaftlichen Tangente in ihrem gemeinschaftlichen Punkte x (y,) 
haben], dann wird jede andere Tangentialebene des aus x (y,) an F gelegten 
Tangentialkegels die Kegelschnitte F®” und A” ın denjenigen beiden 
übrigen Punkten treffen, welche ın beiderlee Sinn der recıproken Be- 
ziehung ihr entsprechend sind. Und anderseits: Wenn wir eine willkürliche 
Tangentialebene X (Y,) der Fläche F“” und die beiden in ıhr liegenden in 
beiderlei Sinn ıhr entsprechenden Punkte x, und y kennen, deren jeder der 
Mittelpunkt eines Tangentialkegels x” und y” an die Fläche F” ist [welche 
beiden Kegel: x” und y” die Verbindungslinie x, y zu einem gemeinschaft- 
lichen Strahl in der gemeinschaftlichen Tangentialebene X (F,) haben], dann 
wird jeder andere Punkt der Schnittkurve von der Ebene X(Y,) mit der 
Fläche f'” die zwei noch übrigen an die Kegel x” und y” gehenden 
Tangentialebenen zu den beiden durch ıhn gehenden ın beiderleı Sinn der 
reciproken Beziehung ıhm entsprechenden Ebenen haben. 

Hierdurch wird eine gewisse Unbestimmtheit gehoben, durch welche 
das räumliche Problem von dem ebenen sich unterscheidet: Durch jeden 
Punkt x(y,) der Fläche f“ gehen nämlich unendlich viele Tangentialebenen 


v/o, 


an die Fläche F”, die einen Kegel zweiten Grades umhüllen: welches sind 
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unter diesen diejenigen beiden A, und F, die dem Punkte in dem einen 
und andern Sinne der reciproken Beziehung entsprechen? Und anderseits 
liegen ın jeder Tangentialebene A(Y,) der Fläche F”, unendlich viele 
Punkte eines Kegelschnitts, in welchem f'” von diesen Ebenen geschnitten 
wird, welches sınd unter diesen diejenigen beiden z, und y. die der Ebene 
in dem einen und andern Sinne der reciproken Beziehung entsprechen? 
Sind die beiden Kernflächen /“” und F” (durch die oben construir- 
ten Polarsysteme) bekannt und kennt man ausserdem nur eınmal die einem 
Punkt x der Fläche f” entsprechende durch ıhn gehende Ebene A,, so ıst 
jetzt alles unzweideutig bestimmt; zunächst ermitteln wir für den als y, auf- 
gefassten Punkt x die entsprechende Ebene F, indem wir die Tangential- 
ebene der Fläche f” ım Punkte x durch die Ebene A, schneiden lassen 
und durch die Schnittlinie die zweite noch mögliche Tangentialebene F an 


die Fläche F” legen; um sodann zu irgend einem Punkte z (t,) der Fläche 


f” die beiden ilım entsprechenden durch ihn gehenden Ebenen Z, und 7 


zu finden, legen wir durch die Verbindungslinie von 2 (y,) mit 2 (/,) dıe 
beiden möglichen Tangentialebenen an F”: die eine U (V,) möge die Kbenen 
Y und X, ın den Strahlen 4 und 9,, die andere U’(V’,) die Ebenen F 
und X, ın den Strahlen 9° und g, schneiden; die Strahlen 99 9,9,. welche 
alle durch © (y,) gehen, mögen der Fläche f” zum andern Male ın vv u, «, 
begegnen; dann wird die 

durch z v v' gelegte Ebene die gesuchte Ebene 7, 


oe ;„ LEE r m u u Z, 


i 


sein, denn es entsprechen nach dem Obigen der Ebene U(F,) die Punkte 


u, und v, der Ebene U’ (V’,) die Punkte «, und v, folglich dem Strahle 
x2z(y,t) in beiderlei Sinn die Strahlen v, «, und vv, also dem Punkte 3 7, 
dieses Strahles zwei Ebenen, deren eine durch v, w,, dıe andere durch » v 


\ 


gehen muss, und da sie ausserdem durch den Punkt 2 (f,) selbst gehen. 
weil dieser auf der Fläche f” liegt. so ist die Ebene (zer) = 7 und 
(ehe 

In ganz gleicher Weise lassen sich, sobald die Kernflächen f” und 
F” segeben sind und man nur einmal den einer Tangentialebene der 
Fläche F® entsprechenden Punkt ın f‘” kennt, die jeder beliebigen an- 


dern Tangentialebene in beiderlei Sinn der Beziehung entsprechenden Punkte 


17° 
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unzweideutig ermitteln, was, um nicht weitläufig zu werden, übergangen 
werden mag. 

Il. Um den Zusammenhang zwischen den beiden Flächen /” und 
F®” oder den sie vertretenden Polarsystemen zu ermitteln, wollen wir die 
Totalität aller solcher Geraden x, y näher ins Auge fassen, welche die einer 
beliebigen in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung aufgefassten Ebene 
A(F,) entsprechenden Punkte x, und y verbinden, oder auch die Schnitt- 
linien zweier Ebenen, die einem beliebigen in beiderlei Sinn der Beziehung 
aufgefassten Punkte entsprechen. Beides fällt augenscheinlich zusammen: Ent- 
sprechen nämlich einer beliebigen Ebene X (F,) die beiden Punkte x, und y 
und verbinden wir dieselben durch eine Gerade, die ın doppeltem Sınne als 
g(h,) bezeichnet werden möge, dann wird dem Strahle g ein Strahl g, ent- 
sprechen, welcher in der Ebene F, liegen muss, weil 9 durch y geht, und 
dem Strahle A, wird ein Strahl 3 entsprechen, welcher in der Ebene X 
liegen muss, weil A, durch x, geht: da aber A und /, dieselbe Ebene 
bezeichnen, so müssen die Geraden g, und A, welche in ıhr liegen, sich 
schneiden, und wird ıhr Schnittpunkt mit p(q,) bezeichnet, so müssen die 
beiden ihm entsprechenden Ebenen P, und @ durch die anfänglıche Gerade 
y(h,) gehen: wir sehen also, dass dieselbe Gerade, welche als Verbindungs- 
linie zweier Punkte x, und y auftrat, dıe einer und derselben ın doppeltem 
Sinne aufgefassten Ebene X (F,) entsprechen, gleichzeitig als die Schnittlinve 
zweier Ebenen auftritt P, und Q, die einem und demselben Punkte p (q,) ın 
beiderler Sinn der Beziehung entsprechen. 

Kine solche Gerade wollen wır kurz Wechselstrahl nennen und die 
Totalität aller Wechselstrahlen aufsuchen: denn nıcht jede Gerade ım Raume 
ist Wechselstrahl, wie aus dem soeben Bemerkten tolgt, da nur eine solche 
(rerade Wechselstrahl ıst, die als g (Ah,) aufgefasst ihre entsprechenden beiden 
g, und Ak ın einer Ebene hat. 

(sehen wir von einer beliebigen Ebene A(F,) aus, verbinden die 
entsprechenden Punkte x, und y, bezeichnen diesen Wechselstrahl durch 9 (A,) 
und «die ihm entsprechenden Geraden durch g, und A, welche ın der Ebene A(F},) 
liegen, lassen wir sodann eine veränderliche Ebene um den Wechselstrahl 
y (hy) sich drehen, so beschreiben die ihr entsprechenden beiden Punkte 


zwei projeetivische Punktreihen aut -den Trägern g, und A und die Verbin- 
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dungsstrahlen entsprechender Punkte, welche offenbar Wechselstrahlen sind, 
umhüllen ın der Ebene X (Y,) einen gewissen Kegelschnitt A”, der auch 
g, und A berührt, weil diese offenbar auch Wechselstrahlen sind. Mehr 
Wechselstrahlen kann es aber in der willkürlich angenommenen Ebene 
X (FY,) nıcht geben, denn gäbe es noch irgend einen k(/,), so müssten die 
Geraden A, und /, welche beziehlich durch x, und y gehen, sich treffen, also 
in einer durch g (h,) gelegten Ebene liegen: der Strahl k (/,) müsste also 
mit eınem der früheren zusammenfallen. Wir haben also dies Resultat: 

In einer beliebigen Ebene giebt es unendlich viele Wechselstrahlen, 
welche einen gewissen Kegelschnitt K” umhüllen. 


Auf ganz dieselbe Weise gelangen wir zu einem gegenüberstehenden 
Ergebniss: Gehen wır von einem beliebigen Punkte p(g,) aus, dessen ent- 
sprechende Ebenen P, und @ sich in einem Wechselstrahle 4 (h,) schneiden, 
bestimmen wir zu ihm die beiden entsprechenden Strahlen 9, und A, welche 
durch den anfänglichen Punkt p (g,) gehen, und bewegen wir auf dem Wechsel- 
strahle g(Ah,) einen veränderlichen Punkt, dessen beide entsprechenden Ebenen 
um 9, und Ah als Axen zwei projectivische Ebenenbüschel beschreiben, dann 
wird die Schnittlinie je zweier entsprechender Ebenen Strahl eines gewissen 
Kegels C® sein, dessen Mittelpunkt p(g,) ist, und die Strahlen desselben 


werden sämmtliche durch diesen Punkt gehenden Wechselstrahlen seın, also: 


Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen unendlich viele 


Wechselstrahlen, welche einen Kegel zweiten Grades U” bilden. 


Die Totalıtät sämmtlicher Wechselstrahlen ist von «ieicher Mächtie- 


keit mit sämmtlichen Punkten des Raumes, denn zu jedem Punkt p (q,) ge- 
hört ein bestimmter Wechselstrahl, die Schnittlinie (P,, @), und auch von 
gleicher Mächtigkeit mit sämmtlichen Ebenen des Raumes: denn zu jeder 
Ebene X (F,) gehört ein bestimmter Wechselstrahl, die Verbindungslinie x, y. 
Die Wechselstrahlen ordnen sich ferner im Raume zu unendlich vielen 
kegelschaaren, denn die zu allen Punkten einer geraden Linie gehörigen 
Wechselstrahlen bilden offenbar eine Regelschaar eines Hyperboloids. Ist 
die Gerade, auf welcher wir einen veränderlichen Punkt laufen lassen. selbst 


ein Wechselstrahl, so degenerirt das zu_ehörige Hyperboloid in einen Kegel 


C”, und ist die Gerade, um welche wir eine veränderliche Ebene drehen, 








u 
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selbst eın Wechselstrahl, so degenerirt das zugehörige Hyperboloid ın einen 
Kegelschnitt. 

Hieraus geht hervor, dass die Totalıtät aller Wechselstrahlen ein 
(rebilde constituirt, welches man einen Strahlencomplex”) nennt, und zwar 
einen solchen vom zweiten Grade und von der zweiten Ulasse, weil die 
Gomplexstrahlen einer beliebigen Ebene einen Kegelschnitt A® umhüllen und die 
Complexstrahlen, welche durch einen beliebigen Punkt gehen, einen Kegel 
(® bilden. Dies ıst auch von vornherein klar, denn lassen wir die doppelt 
aufgetasste Ebene A(F,) den ganzen Raum durchstreifen, so werden die 
Punkte x, und %, welche mit jener Ebene reciproke Räume durchlaufen, selbst 
zwei collineare Räume erzeugen, also erzeugt die Verbindungslinie entsprechen- 
der Punkte x,y zweier collinearen Räume einen Zeyeschen Strahleneomplex. 

12. Wir wollen nun in dem gefundenen Strahlenecomplex unter allen 
Kegelschnitten A® solche besonderen aufsuchen, welche in Punktenpaare 
zerfallen und unter allen Kegeln (“” solche, die in Ebenenpaare zerfallen: 
das erstere tritt ein, wenn drei in einer Ebene liegende Complexstrahlen 
durch denselben Punkt laufen, das letztere, wenn drei durch einen Punkt 
gehende Complexstrahlen in einer Ebene liegen; diese beiden Bedingungen 
fallen aber zusammen, denn sobald die eine erfüllt ist, so ist es auch 
dıe andere. 

(Gehen wir von einem willkürlich gewählten Wechselstrahl g (Ah,) aus 
und nehmen auf ıhm irgend drei Punkte p, pp; an, so geht durch jeden 
von ihnen ein Kegel von Wechselstrahlen, und die drei Kegel (7 (7 (% 
haben den Wechselstrahl 4 (h,) gemeinschaftlich: sıe schneiden sıch ausserdenı 
ım Allgemeinen in einer gewissen Anzahl von Punkten, die folgendermaassen 
ermittelt wird: Die Kegel ( und (7 haben ausser dem Strahl 4 (A,) noch 
eine Raumkurve dritter Ordnung gemein, N{%, und die Kegel U und ( 
die Raumkurve N: jede dieser Raumkurven geht durch die Mittelpunkte 
der beiden Kegel, auf welchen sie liegt, und durch die Schnittpunkte der 
Raumkurven {2 und X{% muss auch die Raumkurve 85” hindurchgehen, 
weil diese Punkte allen drei Kegeln gemeinschaftlich sınd. Verbinden wir 


den Mittelpunkt p, des Kegels (/” mit allen Punkten der Raumkurve 5), 


*) Reye. Geometrie der Lage, Il. Abth. S. 116 und d. Journ., Bd. 74, S. 1. 
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welche nicht durch p, geht, durch Strahlen, so bilden diese einen Kegel 
dritten Grades (®, welcher offenbar den Strahl g (h,) zu einem Doppelstrahl 
hat, weil dieser durch beide Punkte p, und p, der 85% hindurchgeht. Wir 
haben also ın p, zwei concentrische Kegel: einen Kegel zweiten Grades (®, 
und einen Kegel dritten Grades (®, die einen gemeinschaftlichen Strahl 9 
haben, welcher für den letzteren Kegel Doppelstrahl ıst. Diese beiden Kevel 
haben im Allgemeinen 2:-3=6 gemeimschaftliche Strahlen, von denen 
zwei in 9 hineinfallen, folglich haben sie noch vier andere gemeinschaftliche 
Strahlen, welche nothwendig nach den gemeinschaftlichen Punkten der drei 
Raumkurven KR}. R} hingehen müssen, denn jeder Kegelstrahl von ( 
trifft die Raumkurven Kf% und X? nur noch in je einem einzigen Punkte. 
Die Anzahl der gemeinschaftlichen Punkte dieser drei Raumkurven ist daher im 
Allgemeinen wer, und sie sind auf die eben angegebene Weise construirt worden. 

Diese vier ausgezeichneten Punkte führen uns zur Beantwortung der 
vorgelegten Frage; sei einer derselben x, und wır legen durch ıhn und den 
Wechselstrahl 4 (h,) eine Ebene, so müssen die drei Strahlen px, ps. 8 
Wechselstrahlen sein und in einer Ebene liegen, sowie gleichzeitig durch einen 
Punkt laufen: mithin muss der ım Allgemeinen von allen Wechsel- 
strahlen dieser Ebene umhüllte Kegelschnitt A” zerfallen und ebenso der 
von allen Wechselstrahlen durch den Punkt x gebildete Kegel (” zertallen. 

Die durch den willkürlich gewählten Wechselstrahl g (Ah,) und den 
ausgezeichneten Punkt x gelegte Ebene wird im Allgemeinen nicht von 
solcher Beschaffenheit sein, dass ıhr ın beiderlei Sinn der recıproken Be- 
ziehung ein und derselbe Punkt entspräche; denn allen durch 9 (A) 
selesten Ebenen entsprechen zwei projectivische Punktreihen auf den 
beiden Trägern g, und Ah, welche in einer Ebene liegen; würden also einer 
durch g (h,) gelegten Ebene zwei zusammenfallende Punkte entsprechen, so 
müssten diese in den Schnittpunkt von 9, und A zusammenfallen, und da 
der Wechselstrahl g (h,) ein ganz willkürlich gewählter ist, so ist auch 
der Schnittpunkt von g, und h ein ganz. wıllkürlicher, mithin entspricht 
ihm nicht in beiderlei Sinn eine und dieselbe Ebene: es entsprechen «laher 
der durch 9 (h,) und x gelegten Ebene ım Allgemeinen zwei verschiedene 


Punkte, deren Verbindungslinie ein Wechselstrahl ist: diese auf y, und A ge- 


legenen Punkte mögen :, und ,, heissen; bezeichnen wir noch die durch 
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g, und h gelegte Ebene: # (F,), so entsprechen ıhr vermöge der reciproken 
Beziehung zwei bestimmte Punkte e, und f auf dem Wechselstrahl y (h,) und 
allen durch den Wechselstrahl ., » gelegten Ebenen werden zwei projecti- 
vische gerade Punktreihen entsprechen, deren Verbindungsstrahlen ın der 
anfänglichen durch g (h,) und x gelesten Ebene den Complexkegelschnitt 
umhüllen und deren Träger einerseits durch f und anderseits durch 
e, gehen. 

Dieser Öomplexkegelschnitt zerfällt aber, wie wir wissen, in ein Punkte- 
paar, von dem allemal der eine Punkt der Schnittpunkt der beiden Träger 
und der andere der Durchschnittspunkt aller Projectionsstrahlen ist; eın 
Projectionsstrahl ıst nun e, f oder g (A,): folglich muss der Schnittpunkt der 
beiden Träger der andere Zerfallungspunkt, d. h. der Punkt x sein, welcher 
nıcht auf dem Projectionsstrahl e, / liegt: hieraus folgt, dass x f und x e, 
dıe beiden Träger dieser besonderen perspectivisch liegenden projeetivischen 
Punktreihen sind, dass also in ihren Schnittpunkt x zwei entsprechende 
Punkte derselben hineinfallen und endlich, dass dem Punkte x in beiderleı 
Sinn der reciproken Beziehung eine und dieselbe durch :, , gehende Ebene 
entspricht. Wir eonstatiren daher zunächst folgendes Resultat: 

Es giebt ın den beiden gegebenen recıproken Raumen ım Allgemernen nur 
vier ausgezeichnete Punkte x von der besonderen Art, dass jedem von ihnen 
ın beiderlei Sinn der recıproken Beziehung Je wer zusammenfallende Ebenen 
entsprechen. 

Die der vorigen ganz gleichlaufende Betrachtung, welche der Kürze 
wegen unterdrückt werden mag, führt zu dem analogen Ergebniss: 

Es giebt ın den beiden gegebenen recıproken Raumen ım Allgemeinen nur 
vier ausgezeichnete Ebenen X "ON der besonderen Beschaffenheit, dass jeder non 
ıhnen ın berderlei Sınn der recıproken Beziehung Je zwer zusammenfallende 
Punkte entsprechen. 

Is ıst ersichtlich, dass das von jenen vier ausgezeichneten Punkten 
x »ebildete Tetraeder mit dem von diesen vier Ebenen A gebildeten Tetraeder 
identisch zusammenfallen muss, denn legen wir durch drei jener ausgezeich- 
neten Punkte eine Ebene, so muss ıhr ın beiderlei Sinn der Beziehung der 


Schnittpunkt der drei entsprechenden Ebenen entsprechen, d. h. eine Ecke 


des zweiten Tetraeders muss zugleich eine Ecke des ersten sein u.s.f. In 
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welcher Weise aber bei dem doppelt gedachten Tetraeler die Feke 
den Seitenflächen und wie die Kanten des Tetraeders einandeı entspreche 
vermöge der gegebenen reciproken Beziehung. wollen wir nunmehr uni 
suchen. 

13. Hiezu müssen wır noch einmai zu der vorigen Betracht 
zurückkehren: Wir gingen von emem willkürlichen Wechselstrahl 9 
aus, dessen beide entsprechende Strahlen 9, und A in einer Ebe 
E (F,) liegen; dieser entsprechen wiederum zwei Punkte e, und f auf de 
ersten Wechselstrahl. Jetzt wurde durch den Wechselstrahl 9 (h,) eine 
sondere Ebene gelegt, welche durch einen der oben gefundenen vier a 
zeichneten Punkte x geht: dieser Ebene entsprechen zwei Punkte und 
auf 9, und A; die Verbindungslinie wollen wir der Deutlichkeit 


rechend 


m (n,) nennen, dann sind, wie wir gesehen haben, die entsı 
Geraden: 

zen cf: =m, 
die Träger zweier projectivischer Punktreihen, welche perspectivisch lex 
müssen, weil ın der besonderen bene (m, n») der Gomplexkegelschniti 
ein Punktepaar zerfällt: die beiden Punktreihen auf den Trägern » und 
werden aber so erhalten, dass wir um die Axe m(n,) eine veränderliel 
Ebene drehen und die beiden in doppeitem Sinne entsprechenden Punkt 
auf den Trägern » und m, aufsuchen. 


(n,) gedrehte veränderliche Ebene selbst 


Möge nun die um die Axe m 
die Träger m, und nr in den Punkten 7, und « treffen, während ihr. 
sprechenden Punkte a, und 5 heissen, so durchlaufen, wie wir oben 
sesehen haben, die Punkte # und a, dieselben projectivischen Punktreihi 
auf den Trägern, wie 5 und ‚3, und da » und 3, perspectivisch hegen 
demselben Ebenenbüschel), so müssen a, und 5 projeetivisch sein und ihre 
Verbindungslinie umhüllt den ın der Ebene \m, rn) enthaltenen Complex- 
kegelschnitt. Dieser zerfällt aber hier in ein Punktepaar, dessen einer Ihe: 
der Punkt x, der Schnittpunkt beider Träger (m, r), ıst und dessen anderer 
Theil auf ef, oder 9 (Ah) liegt. Wenn nun die beiden projectivischen Punkt- 
reihen a, und 5 perspectivisch liegen, so sind nur zwei Fälle möglich, 


entweder: 


1) die Punktreihen « und a,. d. h. auch dieselben beiden Punktreihen: 
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b und 5, liegen perspectivisch, dann liegen natürlich auch a, und 5 per 
spectivisch, weil @ und 3, der Construction zufolge perspectivisch liegen, oder: 

2) die Punktreihen « und a,. d. h. auch dieselben beiden Punkt- 
reihen: 5 und 7, liegen nıcht perspectivisch, dann würde Folgendes eintreten 
müssen, damit a, und 5 perspectivisch liegen: Während „ 7, um den festen 
Punkt s [den Schnittpunkt der Ebene (m,r) mit dem Strahle m (n,)| sich 
dreht, müssten einmal für einen gewissen Strahl «’ 5} die entsprechenden 
Punkte a} und D’ ın den Schnittpunkt x der Träger hineinfallen; wären nun 
für eine beliebige andere Lage die entsprechenden Punkte: « und «a,. 5b 


und ,7,, so wären diıe Doppelverhältnisse oleich: 


P2 


Cart. b’b)= ad, 19, I) = A (Iı a; a). 

Da aber «' 7) und «7, sıch ın s treffen, 5’ und a) zusammenfallen, so 
müsste auch ba, durch s laufen, d. h. alle Strahlen @,5 müssten durch den- 
selben festen Punkt laufen, um welchen sıch der Strahl » 3, dreht. Nun ıst aber 
ef, oder g(h,) auch ein solcher Projectionsstrahl, der mithin auch durch 
den Punkt s gehen müsste, folglich müsste der Wechselstrahl g (A,) von 
dem Strahle m (r,) oder &,:, getroffen werden ın dem Punkte s, und der 
Complexkegelschnitt in der durch 9 (h,) und x gelegten Ebene würde in die 
beiden Punkte x und s zerfallen ; hieraus folgt, dass auch «der dem Punkte 
s zugehörige Gomplexkegel ın ein Ebenenpaar zerfallen müsste. Nun ist 
aber der Punkt s nichts Anderes, als derjenige. in welchem ein ganz will- 
kürlich gewählter Complexstrahl g (h,) von der Ehene der beiden ent- 
sprechenden Strahlen g, A getroffen wird, und für jeden solchen Schnitt- 
punkt zerfällt oflenbar der zugehörige Complexkegel nicht, ebenso 
wenig, wie ın jede. solchen Ebene der Complexkegelschnitt zerfällt, welche 
durch einen Wechselstrahl g(A,) und «en Schnittpunkt der beiden ent- 
sprechenden Strahlen 9, h gelegt wird. Hieraus geht hervor, dass die 
Annahme 2) unstatthaft ıst, und es bleibt also nur die Annahme 1) übrig, 
d. h. die Ebene durch :, », welche „leichzeitig ın beiderlei Sinn der reci- 
proken Beziehung dem ausgezeichneten Punkte x entspricht, geht durch 
ıhn selbst. Wir haben also tolgende weitere Eigenschaft gefunden: 

Jeder der vier ausgezeichneten Punkte x liegt selbst ın derjenigen 


Ebene X, welche ıhm in beiderlei Sınn der recıproken Beziehung gleıch- 


zeitig entspricht. 
Die gegenüberstehende Eigenschaft ist hier zugleich dıe umgekehrte 
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und selbstverständlich. Bezeichnen wir, um uns ein klares Bild von den 
gegenseitigen Entsprechen der Ecken, Seitenflächen und Kanten des Tetrae- 
ders zu machen, die vier Ecken durch 


d 7) » d 


und sei diejenige Seitenfläche, welche dem Punkte a entspricht und dal 
durch «a gehen muss, die Seitenfläche A=acd, dann muss dem Punkt 


eine ‚Seitenfläche entsprechen, die durch 5 geht, aber nicht durch a zeh 
kann. weil 5 ausserhalb A liest. folelich ıst B=bed: der Kante «) des 
Tetraeders entspricht daher die Gegenkante (A, D)=cd. Dem Punkte 
weil er in A hegt und auch ın 5 liegt, muss eine Ebene Ü entsprechen. 
die erstens durch e geht und zweitens durch @ und 5, also (=abe. un 
endlich dem Punkte d eine Ebene D, die durch d zeht und durch 
d.h. D=abd: wır haben damit dıe vier Eeken und die vier Flächen des 
Tetraeders erschöpft und finden also folgende Paare in doppeltem Sinn: 


sich entsprechender Elemente beı unserm Doppeltetraeder: 


a und A (=acd), 
b und B bed), 
ce und Ü aus: € be) i 


dund D (=aubd). 


Hieraus ergiebt sich das weitere Entsprechen der Kanten: das eıne Paar 


(regenkanten: 

ab und (A, 5) = cd 
steht als ein ın doppeltem Sinne der reciproken Beziehung sich entspre- 
chendes Strahlenpaar isolirt da, während die andern vier Kanten in folgender 


Weise sich entsprechen: 


ac und (A, IN = ac. 
ch und (UÜ,b) =cb, 
bd und (B,D) = bd, 


da und (D, A) = da. 


Jede dieser vier Kanten, welche ein windschiefes Vierseit bilden, entspricht 


ın doppeltem Sinne der reciproken Beziehung sich selbst, d. h.: 


Es giebt in den beiden recıproken Raumen ım Allgememen vier aus- 
18° 
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gezeichnete Gerade, welche ein windschrefes Vierseit bilden (ac, cb, bd, da), 
»on der besonderen Beschaffenheit, dass jede von ihnen sıch selbst entsprechend 
ist in beiderlei Sinn der recıproken Beziehung; es giebt aber ausserdem noch 
ein einziges Paar von Geraden, die sich im Raume nicht treffen (ab und 
ed). von der besonderen Beschaffenheit, dass einer von ihnen die andere in 
heiderler Sınn der recıproken Beziehung gleichzeitig entspricht. 

Diese sechs Geraden sind die Kanten des oben gefundenen Tetrae- 
ers. dessen Ecken und Seitenflächen ‘einander in der angegebenen Weise 
entsprechen. 

14. Nachdem wir diese ausgezeichneten Elemente der beiden in 
einander liegenden reciproken Räume ım Allgemeinen ermittelt haben, wollen 
wir nun sehen, was daraus für die gegenseitige Lage der beiden oben ge- 
fundenen Kernflächen f?” und F® oder der sie vertretenden Polar- 
systeme folgt. 

Die vier Punkte abed liegen offenbar ın der Kernfläche f”, weil die 
ihnen entsprechenden Ebenen dureh sie selbst gehen und die vier Ebenen 
ABCD sind Tangentialebenen der Fläche F'?; weıl aber @ un A für beide 
Polarsysteme gleichzeitig Pol und Polarebene sınd, so berühren sich dıe 
IX de NM Flachen T ie und F® ın den mer Punkte nt «aA hed oder haben in diesen 
mer Jene inschaftlichen Punkten zusammenfallende Tangentialebenen A BUD. 
Da ferner der Kante ae dieselbe Kante @c ın dem einen und andern Sinne 
der Beziehung entspricht, so muss jedem Punkte dieser Kante eine Ebene 
entsprechen, welche durch ihn selbst geht; die Fläche f” geht daher durch 
die vier Kanten ac, cb, bd, da; ebenso muss, da jeder durch die Kante «ae 
gelegten Ebene ein Punkt auf ıhr selbst entspricht, jede solche Ebene Tan- 
oentialebene der Fläche F® sein; die Kante «c muss also ganz auf der 
Fläche F% liegen; wir haben also gefunden: 

Die beiden Flächen f” und F” schneiden sıch in einem windschrefen 
Vierseit ac, cb, bd, da oder die Raumkurve R', in welcher die beiden Flächen 
zweiten Grades sich um Allgemeinen schneiden, zerfallt hier in vier Gerade, 


die Seiten eines windschiefen Vierserts.”) 


*) Nach einer mündlichen Mittheilung ist zu demselben Resultat gleichzeitig 
Herr Rosanes gelangt, dessen analytische Untersuchungen über diesen Gegenstand wohl 
demnächst erscheinen werden. 
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Die beiden Gegenkanten des Tetraeders «db und cd sind ein Paar 
conjugirte Gerade für beide Flächen f” und F” oder die sie vertretenden 
Polarsysteme gleichzeitig, denn bezeichnen wır diese beiden ausgezeichneten 
Geraden durch k(l,) und Ak, (Ü), so entspricht jedem Punkte auf k in beiderlei 
Sinn der Beziehung ein Ebenenpaar durch A, (), also geht auch die zuge- 
ordnete vierte harmonische Ebene allemal durch diese Gerade A,(N), und 
ebenso entspricht jeder durch k(Z,) gelegten Ebeng in beiderlei Sinn der 
Beziehung ein Punktenpaar auf k,(N), also liegt auch der zugeordnete vierte 
harmonische Punkt allemal auf A,(®). Die beiden Geraden k (4) und A, () 
sind also conjugirte Gerade für beide Polarsysteme gleichzeitig; aber noch 


l 


mehr: Denken wır uns durch k(/,) irgend eine Ebene Z(F,) gelegt, der ın 
beiderleı Sinn der Beziehung die Punkte e, und f auf der Geraden A, (Ö) 
entsprechen, und seı e der zugeordnete vierte harmonische Punkt zu &F 
und dem Schnittpunkt mit Z(#), so sind EZ und e Polarebene und Pol 
für die Fläche F®; die Ebene Z(F,) möge die Gerade k,.\/) ın « schneiden, 
dann wird, weil # und e Polarebene und Pol für F” sind, auch & und die 
durch %k (Z4,) und e gelegte Ebene Pol und Polarebene für diese Fläche F% 
sein; nun entspricht anderseits der Ebene /,e, der Schnittpunkt /E& und 
der Ebene A / derselbe Schnittpunkt %, F,, also entsprechen dem Punkt & zwei 
Ebenen durch % (/,), zu denen die zugeordnete vierte harmonische durch e 
sehen muss; der Punkt « und die durch k (/,) und e gelegte Ebene sind da- 
her auch Pol und Polarebene für die andere Fläche .f”, also gleichzeitig für 
beide Flächen; wır haben mithin folgendes Resultat: 

Die herden raumlichen Polarsysteme, deren Kernflachen gr und F“ 
sınd. stehen ıN einem solchen Zusammenhange mat einander. dass sıe zwei 
bestimmte (rerade ım Rarume (ab und cd, mit den ıhnen zugehörigen 
Punkte und Ebenen - Inwolutionen ııls conyugırt (rebıld: dt meinschaft- 
lıch haben. 

Diese Eigenschaft ist unabhängig von der Realität der Ecken und 
Seitenflächen des obigen Tetraeders und erfordert nur, dass das eine Paar 
Gegenkanten desselben @5 und ed reell vorhanden sei; die Asymptotenpunkte 
der beiden reell construirbaren Punktsysteme, welche den Polarsystemen 


gemeinschaftlich zugehören, und die Asymptotenebenen der beiden Ebenen- 


systeme, welche durch diese Axen gehen und den Polarsystemen gemein- 








s 
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schattlich zugehören, sınd beziehungsweise die Ecken und Seitenflächen jenes 
Tetraeders. 

Diese Eigenschaft bietet nunmehr eine vollkommene Analogie dar mit 
dem ın A. betrachteten Fall zweier zusammenliegender reciproker Ebenen, 
denn dort war den beiden ebenen Polarsystemen, deren Kernkegelschnitte 
k” und Ä'” waren, ein Punkt und seine Polare mit den ihnen zugehörigen 
Strahl- und Punktsystemen gemeinschaftlich, was sich so aussprechen liess. 
dass die beiden Kernkegelschnitte eine doppelte Berührung haben; hier sind 
es zwei conjugirte Gerade mit ihren Punkt- und Ebenen-Involutionen, welche 
beiden Polarsystemen gemeinschaftlich sind. 

Die Frage, ob diese beiden ausgezeichneten Geraden ab und cd, eın 
Paar G@egenkanten des Tetraeders, vmmer reell sein müssen und wie sıe [ana- 
log dem in der Ebene ausgezeichneten Paar m(n,) und M, (N)] ın einfacher 
Weise aus der gegebenen reciproken Beziehung construirt werden können, 
wird einer weiteren Untersuchung bedürfen. Auch die nahe liegende 
Frage, ob und wie sich zwei reciproke Räume in polare Lage bringen 
lassen, so dass sie ein räumliches Polarsystem erzeugen, d. h. die Kernflächen 
/” und F”® zusammenfallen, ferner unter welchen Bedingungen sich zwei 
reciproke Räume in die polare Lage eines Nullsystems bringen lassen, be- 


halte ich einer späteren Mittheilung vor.*) 


Breslau den 12. Aprıl 1875. 


dm — — 


*) Die analytische Beantwortung dieser Frage findet sich in: Magnus, Samm- 
lung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen Geometrie des Raumes, S. 134, 
wo überhaupt die analytische Behandlung des Gegenstandes wohl zuerst unter- 
nommen ıst. 
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Leber die binaären und ternären quadratischen 
Formen. 


(Von Herrn Eduard Selling ın Würzburg.) 


D.: Endziel dieser Untersuchungen ıst die Lösung der unter III. 
in art. 278 der Disquisitiones arıthmeticae von (rauss aufgestellten Aufgabe: 
Zu entscheiden, ob ternäre quadratische Formen einander äquivalent sind, 
und alle Substitutionen aufzustellen. durch welche sıe ın dıesem Falle in ein- 
ander übergehen. Für die positiven Formen ist der erste Theil dieser Auf- 
gabe zuerst von Seeber (Untersuchungen über die Eigenschaften der pos. tern. 
quad. Formen, Freiburg 1831) und, nachdem Gauss (Göttingische gelehrte 
Anzeigen 1831, wieder abgedruckt: dieses Journal Bd. 20 und Werke Bd. ID) die 
seometrischen Beziehungen besprochen hatte, einfacher von Dirichlet (dieses 
Journal Bd. 40) und Hermite (ebendaselbst) gelöst worden, der zweite Theil 
von Eisenstein (dieses Journal Bd. 41). Für die indifferenten ternären 
quadratischen Formen liegen «die Untersuchungen von Hermite, Bd. 47 dieses 
Journals, vor, welche jedoch, wıe sich im Einzelnen zeigen wird, noch mehr- 
facher Ergänzung und Fortbildung fähig sınd. 

Zur Vorbereitung für die indıfferenten ternären Formen gebe ich auch 
für die positiven ternären, und zur Vorbereitung sowohl wie als Vorbild für die 
Behandlung der ternären Formen überhaupt, auch für die binären Formen eine 


neue Darstellung, welche vielleicht auch an sich einige Beachtung verdient. 


® or. m... De “ 
il. Binäre positive Formen. 
Neue Reductionsbedingungen. Gleichartige Coetficienten. 
Geometrische Beziehungen. 
Sobald in einer quadratischen Form az +2 fxzy-+ by, die ıch auch 
mit (a,f,b) (2, y) oder (a, f,b) bezeichne, und ın welcher a,f,b,x und y be- 


liebige reelle Grössen bedeuten sollen. die Invariante ab — F. für welche 


ıch / setze, und einer der äusseren Üoefficienten, z. B. a, positiv sind, so 








. 
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lassen sıch durch sie nur positive Werthe darstellen, wesshalb sie dann eine 





positive Form heisst. In Substitutionnz=er! + Py,y—=y#®—+y, dureh 





welche eine Form (1, f,b)@z,y) ın eine Form (a, f, &) “«, y’) übergeht, un(l 


a Er 0 
welche ıch als dıe Substitutionen % bezeichne, sollen «,/,y." reelle 
p* 
vanze Zahlen sein und soll überdies, solange nicht ausdrücklich etwas anderes 
bestimmt wird, dıe Substitutionsdeterminante ! , gleich 1 sein. Die Aut- 


Ay 


‘ 


gabe, aus allen eigentlich äquivalenten, d.h. durch Substitutionen der angegebe- 
nen Art aus einander hervorgehenden Formen, den Formen einerK lasse, eine ab- 
zugrenzen, ist schon von Lagrange (Memoires de !’Acädemie a Berlin 1773) und 
ebenso von @auss (Disquisitiones arithmeticae), welcher für diese Form den 
Namen „reducirte Form* eingeführt hat, befriedigend gelöst. Die von ihnen 
aufgestellten Bedingungen — ı <2f<1ı=<h für eine solche reducirte Form 
(1, f,b) bewirken, dass ı und b die zwei kleinsten Zahlen sind, welche sich 
durch die Formen eigentlich, das heisst mittels relatıv primer ganzer Zahlen 
x und y darstellen lassen, woraus unmittelbar folgt, dass es unter den Formen 
einer Klasse immer eine und nur eine solche reducirte Form giebt, wenn 
bei den drei Bedingungen die Ungleichheit stattfindet, während es zwei ım 
Allvoemeinen auch numerisch verschiedene solche, durch eine der beiden 
ı +1 0-1 | 

Substitutionen | und Ken oder durch beide auseinander hervor- 
eehende Formen giebt, wenn in einer oder in zweien der drei Bedingungen 
die Gieichheit stattfindet. 

Die angegebene Aufgabe ist aber nicht von der Art, nur auf eine 


_ 


Weise gelöst werden zu können. und so empfehlen sıch für meine beson- 


deren Zwecke andere Beductionsbedingungen, nämlich die, dass FE nicht 
positiv, und —E nıcht grösser als a oder b ıst. Diese Bedingungen werden 
zwar in jeder Klasse nicht nur von einer Form, sondern immer von dreien 
erfüllt, nämlich wenn /a,f, b) eine solche ist, und 

a+t+f=0, b+f+3=0, (+91 +Ih=N, 


also 


a+-2t—+b 





a—=b+ 23 +1, b=(+2b-a, (= 





gesetzt wird, von den drei Formen (a, 8, b),(b, 4, ) und (ce, b, a), welche durch 
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z Ark, 01 
die Substitution 11 eyklisch aus einander hervorgehen. Aher der 


Nachtheil, welcher hierin zu liegen scheint. verschwindet, wenn man die 


Formen symmetrisch durch a,b,c oder durch 9, b,f ausdrückt. Setzt man 


nämlich Y — ZU, 2— I=v, LU Y u WW; sodass urv’r—- um () ıst. 
und setzt zunächst z=0, so wird a +2 fay+hby = —arw— bwu 
— cuv—=—au—be—fw” Da jedoch die zwei letzteren Ausdrücke 


sich nicht ändern, wenn z,y und z um ein und dieselbe Grösse zeändert 
| 
werden, und da die Substitution = lediglich eine cyklische Vertau- 
schung unter den Zahlen a,b,c und unter den Zahlen 3, b, £ hervorbringt, 
so besteht kein wesentlicher Unterschied zwischen den drei Formen (a, f, b), 
(b, N, C), (C, b. a), welche zugleich meine fteductionsbedingungen erfüllen. 
Letztere bestehen einfach darın, dass von den drei Zahlen 3. b,t keine posıtiv 
oder, was dasselbe ıst, von den drei positiven Zahlen a,b, c nicht die Summe 
zweier kleiner als die dritte wird. Ist eine (srenze dieser Bedingungen 
erreicht, also z. B. £=0, so sind die den Formen (af, b), (b,a,c), («u b.a) 
sonst nur uneigentlich, d. h. mit der Substitutionsdeterminante — 1 äqui- 
valenten und ebenfalls reducirten Formen (b,E, a). (u, b,c), (u, a,b), welche durch 
eime nicht cyklische Vertauschung unter a,b,c und unter q,b,f aus ıhnen 
hervorgehen, ihnen auch eigentlich äquivalent. Dass es neben den an- 
gegebenen reducirten Formen keine anderen solchen in einer Klasse geben 
kann, folgt daraus, dass, wenn (a, f, b) eine reducirte ist, a,b, c die kleinsten 
Zahlen sind, welche sich durch die Formen der Klasse eigentlich, also mit- 
tels relativ primer Zahlen «, v, w darstellen lassen, und nur die grösste der- 
selben noch auf eine andere Weise dargestellt werden kann ın einem Aus- 
nahmefalle, wenn nämlich eine Grenze der Reductionsbedingungen erreicht 
ist. Man erkennt dies daraus, dass, wenn von den drei Zahlen , », ww eine 
gleich Null ist, die zwei anderen nur 1 und — 1 sein dürfen, weil sonst 
u,v,w einen gemeinsamen Divisor hätten. Wenn aber keine der dreı 


Zahlen «, v,w gleich Null ist, so wird — gu — bv’ — fw*, worın gb, f 


negativ sind, grösser als in den angegebenen Fällen, höchstens, wenn eine 

der Zahlen g,b,f gleich Null ist, gleich dem drittklemsten der dort 

erhaltenen Werthe, nämlich, wenn z. B. f==0 ist, durch das Werthsystem 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVI. Heft 2 u. 3. 19 
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I, 1,— 2 oder — 1,— 1,2 von u,v,w. Andererseits ıst auch leicht zu sehen, dass 
es ın jeder Klasse reducirte Formen giebt und wıe dieselben zu finden sind. 
Denn mehr als eine der Zahlen g, b, £ kann nicht positiv oder Null sein, da die 
Summe je zweier immer negativ ıst, und man erhält aus jeder nicht reducirten 
Form (a, f, b), wenn ın ihr nur £<0 ist, was nöthigenfalls durch Anwen- 
t one 0—1! Bu 
dung der Substitution | erreicht werden kann, schliesslich eine redu- 
| | 
cirte, wenn man auf sie und alle folgenden Formen je die Substitution 


10 a 
oder | ' anwendet, je nachdem in derselben g oder b positiv ist. 


Es verwandeln sich nämlich durch diese Substitutionen 9, b, £ bezüglich ın 
t+-29, b+29,—g, und in g+25b, £+2b, —b, und, so lange auch 
von den neu erhaltenen Zahlen noch eine positiv wird, ıst sie doch, da ja 
e--9,9-+b, und bh — f negatıv sınd, kleiner als die positive der voraus- 
segangenen Form, sodass schliesslich alle drei negatıv oder Null werden 
müssen. Es ist auch leicht vorauszusehen, wie oft je dieselbe der ange- 
gebenen Substitutionen zu wiederholen ist, bis der neue an dıe Stelle des 
positiven tretende Coefficient Null oder negativ wird, mit anderen Worten, 
welches die verschiedenen positiven Werthe von y und 5 m den abwech- 


er 10 12 
selnd anzuwendenden Substitutionen und | 


‘ 


sind. Sıe sınd näm- 


I) 


lich die kleinsten Zahlen, durch welche bezüglich 3—y&b, b — 3a Null oder 
negativ werden. An die Stelle von f£ tritt bezüglich f+7b, f+ Pa. Je 
der übrige dieser Coefficienten lässt sich dann nicht nur direet, sondern auch 


aus den zwei anderen berechnen nach Massgabe der Gleichung bF+fa+gb=]1. 





Von dieser Gleichung, wie von den Gleichungen 
aa—+bb+ef=—2/ und 
++ —2(be+a+tah)=(a+b—0’—41=—4/ 


sei hier noch bemerkt, dass sie im Falle der Reduction Grenzbedingungen 


für die Coefficienten liefern, durch welche bei ganzen Üoefficienten auch 
die Endlichkeit der Klassenanzahl bei gegebener Invarıante bewiesen wird. 

In sich selbst gehen die positiven binären Formen ım Allgemeinen 
—1 0 e 
wii | und ihre Wiederholungen über. Aus- 
nahmen finden statt, wenn die drei redueirten nicht sämmtlich von einander 


nur durch die Substitution | 
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verschieden sind, und wenn es sechs redueirte giebt. Gleichheit zwischen 
zweien der Üoefficienten a, b,c oder a,b, f bewirkt nämlich, dass die Formen 
sich selbst uneigentlich äquivalent werden, z. B. bei a==b die Form (a, f, b) 


Kahn, 01} Te ne a 
mittels der Substitution ei Bei einer Vereinigung solcher Relationen. 


welche nur beı reducirten Formen vorkommen kann, also bei a=b=.«ı 


sind demnach die reducirten Formen sich selbst nochmals eigentlich äquı- 


0 ; ’ De 01 j 
valent. nämlich mittels der Substitution 4 deren dreimalive Anwen- 
. — ] Ü 2 cn. 
dung die Substitution u giebt. Wird einer der Coefficienten a,b. f 
gleich Null, was ebenfalls nur bei reducirten Formen eintreten kann, so sind 
sich die Formen uneigentlich äquivalent, z. B. bei £=0 die Form (a. f, b 
1 Ü 


mittels der Substitution Fe Verbindet sich dieser Fall mit dem a = b, 


also dem a=b, so ergiebt dıe Vereinigung der betreffenden Substitutionen 

ri de 1 0 —1 | 
die Substitution ah mittels welcher (a,f.b) sıch selbst eigentlich äquı- 
valent wird. 

Die Transformation der indifferenten Formen, welche ıch auf die der 
positiven zurück führe, lässt sıch, was freilich erst bei den ternären Formen 
entscheidende Wichtigkeit erlangt, sehr übersichtlich im Anschluss an geo- 
metrische Betrachtungen darstellen, wie sıe für die positiven Formen zuerst 
von Gauss mitgetheilt worden sind am oben angeführten Orte. Ich habe 
vorerst auf die Bedeutung meiner Reductionsbedingungen bei den positiven 
binären hinzuweisen. Der Manchfaltigkeit aller ganzen Werthe x und y ın 
der Form (a,f, b) (2, y) entspricht die Manchfaltigkeit aller Durchschnittspunkte 
zweier in einer Ebene gelegener unbegrenzter Systeme äquidistanter Parallel- 
linien, auf welchen von den aufeinander folgenden Punkten die Strecken 


Ya, Vb eingeschlossen werden, während der Cosinus des Winkels zwischen 


den als positiv angenommenen Richtungen dieser Strecken gleich ni ‚also 
e; Ö Ä | ( | 


der Inhalt des von ihnen gebildeten Parallelogramms gleich Y Z/ ist. In Be- 


. . . Sy . . ı& d > : 
zug auf eine durch eine Substitution | „, aus (a,8,b) hervorgehende äquı- 


valente Form (a/,f', 6‘) behält das System der Punkte dieselbe Bedeutung, 
19* 
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nur die Seiten der Parallelogramme werden andere. Es liegt nämlich die 


Strecke Ya’ so, dass man von ihrem Anfangspunkt zu ihrem Endpunkt ge- 

langt durch «-maliges Zurücklegen der Strecke ya und y-malıges der 

Strecke Yb, und dasselbe gilt für Yb’, wenn man e,y in 5, d verwandelt. 

Da dasselbe für Ye zsılt. wenn man re. „ ın -0— , —y—0d verwandelt. so 

erkennt man die der von f analoge Bedeutung von f. Da die Form (b, 9, c) 
> 0 —1| u 0.3 

durch die Substitution j, aus der Form (a,f, b) hervorgehen soll, so 


( 


selangt man zum Ausgangspunkt zurück, wenn man nach einander die 


Strecken Ya, Yb, Ye jede in positiver oder jede in negativer Richtung durch- 


läuft. Als die geometrische Ledeutung meiner Reductionsbedingungen 
a=0:b=<0; f<0O ergiebt sich also, dass die Aussenwinkel des von den 


drei Strecken Ya, yb, Ye gebildeten Dreiecks stumpf sind, dass also dieses 
Dreieck nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauche spitzwinkelig ist. Es folgt 
aus dem Obigen, dass es nur ein System von drei ihrer Grösse nach völlıg 
bestimmten solchen Strecken giebt, wenn, was die Aequivalenz fordert, diese 
drei Strecken weder Punkte des Systems überschreiten noch ım Innern des 
Dreieckes einschliessen. Das Punktsystem kommt natürlich mit sich selbst 
zur Comeidenz nach allen Paralleiverschiebungen, beı welchen ırgend zweı 
Punkte eoincidiren. Dasselbe geschieht nach Drehungen in der Ebene um 
einen Punkt des Systems und zwar in so viel verschiedenen Lagen, als es 
verschiedene Substitutionen giebt, mittels deren die Formen sich selbst eigent- 
lich äquivalent sind, also im Allgemeinen in zwei Lagen, wenn ıch die ur- 
WE 1 0 r 
sprüngliche Lage und die Substitution “. mitzähle, ım Falle a=b=«c 
in sechs Lagen, ım Falle a=b, f=0 oder b=(c, g=0 oderc=a,h=0 
in vier Lagen. Sind die Formen sich selbst auch uneigentlich äquivalent, 
so finden die Comeidenzen auch statt nach Umklappungen des Systems um 
(Grerade, welche in dessen Ebene liegen. Den Uebergang von einem Punkte 
des Systems zu einem andern kann man sich ausgeführt denken durch z- 
maliges Durchlaufen von Ya, y-maliges von Yb und z-malıges von Ye, wo- 
bei eine Veränderung von x, y und z um ein und dieselbe Zahl auf die 
Lage des Endpunktes keinen Einfluss hat. Setzt man x, y oder 3 constant 


gleich Null, so entspricht dies der gewöhnlichen Darstellung durch die 
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Formen (b,ga.c), (es, b,a) oder (a,f,b). Unterscheidet man an den Linien 
ya. Yb und Ye ausser der positiven oder negativen Richtung auch eine 
positive oder negative Seite und bezeichnet je diejenige Seite derselben als 
die positive, auf welcher das besprochene Dreieck liegt, wenn die drei Seiten 
in der angegebenen Reihenfolge in positiver Richtung durchlaufen werden, 
so giebt die mit « bezeichnete Differenz y— z an, ın der wıe vielten zu Ya 
parallelen Linie der betreffende Endpunkt liegt, wenn man von der durch 
den Anfangspunkt gehenden aus nach der positiven Seite derselben zu zählt, 
und das Analoge geben die mit ®, w bezeichneten Differenzen 2 — «. 


z—yan. 


8. indifferente binäre Formen. 


a) Zurückführung der Reductionsbedingungen auf die der 


positiven Formen. 

Von den indiflerenten Formen bemerkt zwar Gauss, dass sıe sich 
der bei den positiven angewandten geometrischen Behandlung ganz ent- 
ziehen, damit kann jedoch nicht gesagt sein, dass nıcht beı geeigneter Modi- 
fiecation Analoges auch bei diesen gelten könne. Wie nun Dirichlet und 
Hermite an dem angegebenen Orte die geometrischen Beziehungen benützt 
haben, um die Reduction der positiven ternären quadratischen Formen zu 
entwickeln, so will ıch auch bei dem über die indıfferenten binären und 
ternären quadratischen Formen Mitzutheilenden mich des geometrischen (re- 
wandes bedienen, welches die Uebersicht erleichtert, und eine naturgemäss 
bezeichnende Ausdrucksweise darbietet, während doch nur eine Aenderung 
der Worte nothwendig ist, wenn man sich von dem vielleicht fremdartıg 
scheinenden Bilde frei machen will. 

Die besprochene Gaussische geometrische Darstellung der positiven 
binären quadratischen Formen giebt genau dasselbe Bild, als wenn in der 
bekannten, von @Gauss um dieselbe Zeit (Göttingische gelehrte Anzeigen, 
April 1831, Werke Bd. II., S. 169) veröffentlichten Weise einer der conju- 
girten complexen Factoren 9% + 0y, 0% + 0'y der Form aux +2fxy+by? 
seometrisch dargestellt würde: Setzt man o=S+S5?t, 0=17+ nt, so Ist 


2 


| - & 


1.) ?+g=ıa; fr tsin=t; tnimb. 
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Betrachtet man nun anstatt der positiven Form (a,f,b) eine ıindifferente 
(a, k, b), so werden die entsprechenden Factoren reell, oder, was dasselbe 
ist, an die Stelle von $,n, treten rein imaginäre Grössen, die ich mit 
5%, 71? bezeichnen will. An die Stelle der Gleichungen (1.) treten dann 
Gleichungen 


‘) \ c2 PER . ie 5 ze “. ® BR an n 
(2. - —,==d, ? — anzh a r ' 


u 6, 


u Se) 


Wie nun ın den Gleichungen (1.), wenn a,f, b gegeben sind, eine der vier 
Unbekannten, welche sämmtlich reell bleiben sollen, innerhalb gewisser 
Grenzen willkürlich bleibt, z. B. wenn der Anfangspunkt der Linie Yb als 
Nullpunkt der rechtwinkligen Coordinatensysteme angenommen wird, ihr 
Endpunkt eine beliebige Lage auf dem um den Nullpunkt mit dem Radius 
Yb beschriebenen Kreise haben kann, so ist es auch bei den Gleichungen (2.), 
so kann z. B. der durch die rechtwinkligen Coordinaten , 7, bezeichnete 
Punkt eine beliebige Lage auf der durch die Gleichung 7° — 1; =b be- 
stimmten gleichseitigen Hyperbel haben. Ich führe nun die Theorie der 
indıfferenten Formen dadurch auf die der positiven zurück, dass ich mır 
das veränderliche System der reellen den Gleichungen (2.) genügenden 
Variablen S, »,, 5, 7, in die Gleichungen (1.) eingesetzt denke, und die da- 
durch entstehende positive Form (a, f, b) betrachte, welche ich die der Form 
(a, k, b) entsprechende positive Form nenne. Die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen, welche ıhre veränderlichen Coefhicienten zu erfüllen 
haben, erhält man sofort ın der brauchbarsten Gestalt, wenn man neben 
dem Umstand, dass a nıcht negativ werden kann, bedenkt, dass dıe Inva- 
rianten der Formen (a—+a,f+-k,b+Öb) und (a—a,f—k,b— b) 


Null sind. Dureh Addition und Subtraection der hierdurch gegebenen (rlei- 


leıch 


O0 
Oo 


chungen erhält man nämlıch: 


3) vd —terR—ab 
und 


(4.) ba—2kt+ab=V0, 


das heisst, die zwei Formen haben entgegengesetzt gleiche Invarıanten, und 


ihre simultane Invariante vst gleich Null. Hieraus folgt, dass, wenn man 


e ur la pl} 
ein und dieselbe Substitution | 


Y 


auf eine indifferente und die ıhr ent- 
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sprechende positive Form anwendet, die neu entstehende positive Form der 
neu entstehenden indifferenten wieder entsprechend ist. An die Stelle von 
&7,&,9ı treten in den neuen Formen e<-+yn, PS+Jdr7, es +yn, 
3: +0. Ich nenne nun vorbehaltlich einer später beizufügenden auf 
einem Unterschied zwischen den drei Formen (a, k, 5b), (b,g,c) und (e, h, a) 
segründeten Beschränkung, eine indıfferente Form (a, k,b) reducırt, wenn 
die entsprechende positive Form (a,f,b) für irgend eın zulässıges System 
ihrer veränderlichen oefficrenten nach der oben aufgestellten Definition 
reducırt vst. Man erkennt sofort, dass man zu jeder ıindifferenten Form 
(a, k, b) eine äquivalente reducirte dadurch finden kann, dass man ein be- 
liebiges zulässiges System von Üoefficienten für die entsprechende posi- 
tive Form (a, f, b) annimmt, eine Substitution aufsucht, welche diese posi- 
tive Form ın eine reducirte verwandelt, und dieselbe Substitution auch auf 
(a, k,b) anwendet. Es sind aber nun die Bedingungen der Reduction so 
umzugestalten, dass ein Zurückgreifen zu der entsprechenden positiven Form 
erspart wird. Es soll — ab mit I bezeichnet und sollen durch die 
Gleichungen a +h+k=0:;:b +k+g=0:c+9—+ h=V die drei Zahlen 
h.g.c definirt werden, mittels deren sıch, wıe hier nebenbei bemerkt seı, 
die Gleichung (4.) auch durch die Gleichungen 

gathb+k=O0 
oder 

aa—+bb—+-ct=UV 
ausdrücken lässt. 

Ich behalte nur des geometrischen Bildes wegen die ın den Gleichun- 
sen (3.) und (4.) eliminirten Grössen &,7,&,7, bei. Um alle zulässigen 
Werthensysteme a,f, b zu erhalten, ist es aber nicht nur hinreichend, den 
Punkt », 7, nur einen seiner beiden Hyperbeläste durchlaufen zu lassen, 
sondern auch von den zwei zugehörigen Punkten £, &, deren jeder gleich- 
zeitig ebenfalls einen Hyperbelast stetig ganz durchläuft, nur einen zu be- 
rücksichtigen, oder, womit dasselbe gesagt ıst, von den zwei Vorzeichen ın 
der sich aus (3.) ergebenden Gleichung Sy, — Sy =-+YJ/ nur eines zuzu- 
lassen, denn es würde die Vorzeichenänderung von V / nichts Anderes be- 


wirken, als die Vorzeichenänderung von »; mit der aus ıhr folgenden von S, 


oder die Vorzeichenänderung von », mit der aus ıhr folgenden von &,, und 
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je nachdem 5 negatıv oder positiv ıst, führt die Vorzeichenänderung von » 
oder die von », lediglich von einem soeben zugelassenen Werthsystem von 
&,r,&, 7, zu einem anderen ehenfalls schon zugelassenen. Von dem Falle. 
dass / eine Quadratzahl ist, will ich vorläufig absehen. Als Üoefficienten 
der indifferenten Formen nehme ich nur ganze Zahlen an, es kann dann ein 
äusserer Üoefficient wie 5 nicht gleich Null werden. Geometrisch stellt sich 
nun b unmittelbar dar als die gerade vom Nullpunkte nach dem Punkte 
7,2, führende Linie, Ya als die vom Nullpunkte nach dem Punkte z£, 5;. 
oder, wie ich lieber will, die vom Punkte — 5, — x; nach «dem Nullpunkte 
führende gerade Linie, £ ıst Ya-yb mal dem Cosinus des Rıchtungsunter- 
schiedes dieser beiden Linien. Durch Hinzufügung der Durchschnittspunkte 
zweier unbegrenzter Reihen äquidistanter Parallellinien erhält man dasselbe 
Punktensystem wie oben. Dasselbe ist aber jetzt beweglich, und zwar so, 
dass gleichzeitig jeder Punkt einen Ast einer ıhm eigenthümlichen gleich- 
seitigen Hyperbel in einer Richtung stetig durchläuft, während die durch 
die Punkte bestimmten Parallelogramme und anderen geradlinigen Figuren 
einen constanten Flächeninhalt behalten. Bei jeder Lage lassen sıch die 
Punkte auf eine und nur eine Weise als dıe Ecken von lauter congruenten 
spitzwinkligen Dreiecken ansehen, wodurch je eine reducirte positive und 
die entsprechende indiflerente Form bestimmt wird, abgesehen von der noch 
möglichen eyklischen Vertauschung unter a,b,c und unter a,b,c. Es sınd 
nun die Bedingungen anzugeben, unter welchen (a, f, b) eine Reducirte wer- 
den kann, unter welchen also eine Lage des Punktsystems eintreten kann, 
bei welcher keine der drei Grössen q, b, £ positiv ist. Dass zugleich mit 
einer der drei Grössen 9, b, f auch die zweı übrıgen unendlich werden und 
dabei nicht 9, b und f zugleich negatıv sein können, folgt, da a,b, c nicht 
kleiner werden können als die absoluten Werthe von bezüglich a, b, ec. also 
nicht kleiner als 1, sofort aus der Betrachtung des betreffenden Dreieckes, 
dessen Flächeninhalt ja + 3Y/ ist. Soll also bei irgend einer Lage keine 
dieser drei stetig veränderlichen Grössen positiv sein, so muss es mindestens 
zweı Lagen geben, bei welchen eine derselben „leich Null ist, wobeı dann 
von selbst die zwei anderen negativ sein werden. Soll zum Beispiel f = 0 


werden, so ergiebt die Gleichung (4.) als nothwendige Bedingung, dass a 


und 5 verschiedene Vorzeichen haben. Die Verbindung mit der Gleichung (3.) 
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erweist diese Bedingung auch als hinreichend, und ergiebt ] — <I und ar 


als die zugehörigen Werthe von a und b. Nach denselben Gleichungen geht 
unter dieser Bedingung die stetige Aenderung von f fortwährend nach der- 
selben Richtung, da bei einem Maximum oder Minimum von f die Deter- 

ab P E s = 
mınante Fr —() sein müsste. Beim Fortgang ın einer bestimmten Rich- 
tung wird und bleibt also f negativ, und, weil dabei 9 und b von den 
Werthen —b und —a aus nicht vor einem endlichen Fortgang positix 
werden, aber auch nicht beide bis ins Unendliche negativ bleiben können. 
so wırd es ein weder unendlich kleines noch unendlich grosses Intervall 
der Variablen geben, ın welchem 9. b und f negativ sind, in welchem also 
(a,f, b) reducirt ıst. Dass unter der gemachten Bedingung eine und nur 
eine der Grössen g und b durch Null hindurchgeht, folgt auch daraus, dass, 
wenn a und 5 verschiedenes Vorzeichen haben, auch entweder 5 und ce ver- 
schiedenes, @ und ce gleiches, oder @ und e verschiedenes, 5 und e gleiches 
Vorzeichen haben, Unter dieser Bedingung würde nun also nach der obige 
Definition die Bezeichnung als reducirte Form der Form (a, k, b) beizulegen 
sein und zugleich auch den Formen (2b,9,c) und (e,h,a), weil die ent- 
sprechenden drei positiven Formen reducirt sind. J/ch beschränke nun abeı 
diese Definition dahın, dass ıch die Bezeichnung als reduceirte Forn 
nur noch solchen ındıfferenten Formen heile: 6. ın deren entsprechenden POSt- 
tiven Formen der mittlere (vefficrent gleich Null werden kann, was von 


den drei angegebenen Formen nur bei zweien möglich ist. Das Ürrteriun 


fur eine so definirte reducırte indıfferente Form besteht demnach einfach 


/ 


darın, dass dıe zweı dusseren (oefficsenten entgegengesetzte Vorzeichen } 


} 
MAHET, 


Die Gleichung A’ — ab= I zeigt sofort, dass es bei gegebener Invariante 
nur eine endliche Anzahl reducirter ganzzahlıger ıindifferenter Formen ziebt. 


er ] 
f 7 


Um von zwei eigentlich äquivalenten reducirten Formen (a, k, b) und (b,— ka 
nur eine angeben zu müssen, füge ıch noch die weıtere Beschränkung tür 
die Definition reducirter Formen bei, dass der. erste (oefficient positiv sen 


soll, wonach also von den drer Formen (a, 3 b), (b, 4, 6). C, h.a) ımmeı 


nur eine reducırt sein kann. 
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b) Perioden. Hauptreducirte. 

Die Frage, welche reducirte indifferente Formen einander äquivalent 
sind, erledigt sich nach den getroffenen Dispositionen so zu sagen von selbst. 
Geht nämlich die redueirte indifferente Form (a, k, 5b) mittels irgend einer 
Substitution in die redueirte Form (a, k, 5) über, also die positive Form 
(af, 6) durch dieselbe Substitution in die Form (a, f, 6), so werden die 


Gleichungen (3.) und (4.), ebenso wie durch «a,%k,b,a,f,b, auch durch 
a, k,b,a,®,b erfüllt und bilden ebenso die einzige Beschränkung für die 
veränderlichen Grössen. Wie also unter den zulässigen Lagen des }unkt- 


systems solche vorkommen mussten, bei welchen (a, f, b) reducırt war, so 


\ 
In 


müssen unter diesen Lagen auch solche vorkommen, bei welchen (a, f,b) 
redueirt ist. Man braucht also lediglich das Punktsystem successive alle 
zulässigen Lagen annehmen zu lassen, bei jeder Lage die reducıirte positive 
Form und die Substitution, mittels welcher sıe aus (a, f, b) hervorgeht, zu 
bestimmen, und mittels derselben Substitutionen aus (a, k, 5b) andere Formen 
abzuleiten. so sind die letzteren die sämmtlichen zu (a, %, b) äquivalenten 
reducirten Formen. Man erhält zugleich die sämmtlichen Substitutionen 
von (a, A,b) in sich selbst von der Determinante 1, denn diese sınd eben 
die Substitutionen der redueirten Form (a, k, 5) ın reducirte Formen («, Kb), 
deren Üoeffieienten mit denen von (a, k, b) numerisch übereinstimmen. Um 
die zu (a, k, b) äquivalenten Reducirten zu finden, nehme man zum Beispiel 
an, es sei @ positiv, d5 und c negativ, so ist (a, %k, 5) reducırt für gewisse 
Lagen des Punktsystems, oder, wie ich mich ausdrücken will, für ein ge- 
wisses /ntervall, welches nämlich beginnt bei f= U und endigt bei bh —= (0. 
Wird dieser Endpunkt überschritten. wird also b >00 oder, was dasselbe 


] 


ist. — f>a, so ıst die Substitution 01 geeignet, aus (a, f, b) wieder eine 


reducirte Form abzuleiten. Durch dieselbe Substitution wırd aus (ea, k, b) 
die Form (a,— h,c) oder (a,a—+k, a—+ 2% b) abgeleitet, welche also 
wieder eine reducirte Form ist, und ebenso dem folgenden Intervall ent- 
spricht, wie (a, k,b) dem eben betrachteten. Wären, was der zweite und 
allein noch zu betrachtende Fall ist, @ und ce positiv, 5 negativ, so wäre 


(a,k, b) redueirt für das Intervall von f=0V bis g=0. Jenseits dieses 


Endpunktes würde 3>0 oder, was dasselbe ıst, —f>b, und wäre die 
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EURE 10 | 
Substitution ) veeignet, aus {(\. f. b) wıeder elne reedlueirte Form 4hz l- 


leiten. Durch dieseibe Substitution würde aus (a, A, b) die Form 


oder (a +2k—+5b,k+b5b,b) abgeleitet, welche dann also die auf 
folgende reduciırte Form wäre. Da die neuen Formen wieder diesel 


Eigenschaften haben wıe die Form (a, k, 5) ın dem ersten oder zweit 
trachteten Falle, insbesondere auch an den Anfangspunkten der Strecke 
für welche sıe reduciırt sınd, der mittlere Öoetticient der ihnen entsprechen- 
den positiven Formen gleich Null wird, so erkennt man, dass aus jeder so 


4; 


erhaltenen reducırten Form Immer wıeder eine neue abzuleiten Ist AaurCcı 


1 1 
. . . ü ’ ' . Ko i 
Anwendung einer bestimmten der zweı Substitutionen , und | 
ı) 


nachdem nämlıch der dadurch neu entstehende äussere Üoefftieient newatı 
oder positiv ist. Da es jedoch nur eine endliche Anzahl reducirter Forme 
von einer bestimmten Invarıante giebt, so erkennt man, dass von den ne 
entstehenden Formen einmal eine mit einer schon dazewesenen übereinstim- 
men muss, und, da durch dıe Coefficienten einer Form die aut sie wei 

anzuwendende Substitution also auch die folgende Form vollständig bestimmt 
ıst, SO erkennt 11an. dass dıe ganze Reihe aquımalenter reducırt F Forms 

durch eine endliche sich periodisch unendlich oft unederholend.: Anzahı solch 

Formen gebildet wırd. Dass diese Periode sich nicht nur in der besproche- 
nen, sondern auch in der entgegengesetzten Richtung ins Unendliche tor! 
wiederholt, folgt daraus, dass auch ın dieser Richtung jede folgende reducırte 
Form durch dıe vorausgehende alleın bestimmt ıst. Das (resetz der Aut- 
einanderfolge der verschiedenen reducirten Formen lässt sıch auch, abye- 
sehen der Kürze wegen von der willkürlichen Festsetzung @«>U, eintacl 
so ausdrücken. dass, wenn von den drei Coethicienten a, b,c einer Form. 
welche der Gleichung e@ + 5b’ + c— 2hbe—2ca—2ab=4] genügen, a und 

dasselbe Vorzeichen haben, 5 das entgegengesetzte, diese reducirte Form 
zwischen zweı andere reducirte Formen fällt, in deren einer @ und 5 die- 
selben sind, für ce aber der andere dieser Gleichung ebenfalls entsprechende 
Werth gesetzt wird, in deren anderer 5 und c dieselben sind, für @ abeı 


der andere dieser Gleichung genügende Werth gesetzt wird. 


Besonders aus allen reducirten Formen hervorgehoben und Haupt- 


20* 
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reducerrte genannt zu werden verdienen diejenigen redueirten Formen, welche 
beim Fortgang ın der erst betrachteten Richtung nicht durch dieselbe der 
2 z u, IE . 
beiden Substitutionen ne und a die folgende übergehen, durch 
welche sie aus der vorausgegangenen entstanden sind. Die übrigen RKedu- 
eirten kann man Zwischenredueirte nennen, und ıch sage von einer Zwischen- 
redueirten (a, A, b): sie liegt auf der Strecke von a oder auf der Strecke 
von 5b, je nachdem es der ÜCoefficient « oder der 5b ıst, welcher auch in der 
vorausgehenden und ın der folgenden Reducirten vorkommt, während ıch 
von einer Hauptreducirten (a, k,b) sowohl sage: sie liegt auf der Strecke 
von a, als: sie liegt auf der Strecke von b. Die charakteristische Eigen- 
schaft, durch welche sich (a, k,b), wenn es eine Hauptreducirte ıst, von 
Zwischenreducirten unterscheidet, besteht darın, dass nicht nur a und b, 
sondern auch a—2k+b und a+2k-+b entgegengesetzte Vorzeichen haben, 
was sich auch so ausdrücken lässt, dass der absolute Werth von 4 nicht 
nur kleiner als } /, sondern auch grösser als der von 3 (@—+b) ıst. Durch 
/, a und % allein ausgedrückt wird die letztere Bedingung, wenn man durch 
Klammern ( ) andeutet, dass von der eingeklammerten Grösse der absolute 
Werth zu nehmen ist, 2a(k) > a’ +hk?"— 1>—2a(k) oder (a— (kK))<yI 
<a-+(k). Die Bedingung (a—(kA))<Yy]/ wird neben der (A)<Y/ nur 
dann von Bedeutung, wenn a>>Y/ ıst, und zeigt, dass in diesem Falle neben 
(a, k, b) bei negativem k auch die durch die Substitution i | ‚aus (a, k, b) her- 
vorgehende Form (a,a—+k, a+2k-+bÖb), bei positivem k aber die durch 
die Substitution ; nn aus (a,k,b) hervorgehende Form (a,k—a, a—2k+b) 
Reducirte, und zwar, da 2@&—(k)>Y I würde, Hauptreducirte ist. Die Be- 
dingung Y/<a- (k) wird nur dann von Bedeutung, wenn a<{Y/ ıst, und 
siebt sofort die auch für den vorigen Fall ziltige Regel an, nach welcher, 
wenn irgend eine Reducirte mit dem ersten Üoefficienten «a gegeben ist, 
unmittelbar die zwei Hauptreducirten zu finden sind, welche auf der Strecke 
von a liegen. Die mittleren Coefficienten der sämmtlichen auf dieser Strecke 
lievenden Redueirten bilden ja eine arıthmetische Reihe mit dem Modulus a, 


von deren Gliedern immer mindestens zwei zwischen +Y/ und —Y]/ 


fallen. Die mittleren Coefficienten der zweı Hauptreducirten sind nun immer 
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das erste und letzte derjenigen Glieder dieser Reihe, welche zwischen + / 
und —YVJ fallen. Von diesen zwei Coefficienten kann keiner gleich Null 
werden, sie haben immer entgegengesetzte Vorzeichen. Dass dieselben 
Schlüsse gelten für die Reducirten, welche auf der Strecke eines dritten. 
also negativen Üoefficienten liegen, bedarf keiner näheren Besprechung. Ist 
(a, k,b) eine Hauptreducirte mit negativem mittleren Coefficienten, so zeigt 
das Besprochene, dass die in der früher angenommenen Richtung auf sie 


I 
3 


folgende Hauptreducirte aus (a, A, b) durch eine Substitution a j hervor- 


\ KR u . vI—k 
oeht. ın welcher dıe positive Zahl ” die vorÖösste ın enthaltene vanze 
« ‘ da N 


Zahl ıst. Ist dagegen in einer Hauptreducirten (a, k, 5) der mittlere Ooeffi- 


cient positiv, so geht die folgende Hauptreducirte aus ihr durch eine Sub- 


Be 10 4, r i 
stitution ’ hervor, ın welcher die positive Zahl „ die grösste ın 
d 
| I+ / ’ r . 
are enthaltene ganze Zahl ıst. 
. j j a r 0] 
Würde ıch durch Hinzufüsung der Substitution | ou nach den Sub- 
” u 


a 10 ws 1 £ 
stıtutionen ‚und vor den darauf folgenden gj, meine Hauptreducirten so 


darstellen, dass ıhre mittleren Coefficienten immer positiv wären, was ich 
besonders wegen der Anwendung auf die ternären Formen unterlasse, so 
wären sie einzeln und der Reihenfolge nach ıdentisch mit den Formen, 
welche von Gauss einfach reducirte Formen genannt werden (Disquisitiones 
arıthmeticae art. 183). Die Bedingungen O<k<Y Zund ((a)—-A)<VyI<l(a)—+k, 
in welche sich dann die oben angegebenen verwandeln würden, zeigen sich 
sofort als identisch mit den @aussischen. Die Darstellung, welche Dir:ichlet 
(Abhandlungen der Berliner Academie für 1854, oder Vorlesungen über 
Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind) für die betreffenden Bedingun- 
sen gegeben hat, dass nämlich abgesehen von der Unterscheidung zwischen 
erster und zweiter Wurzel, welche den mittleren Coefficienten als positiv be- 
stimmt, von den zwei Wurzeln » der Gleichung «+2 ko +bo" = die 


eine positiv, die andere negativ, die eine ein ächter, die andere ein un- 


ächter Bruch sei, kommt vollständig zurück auf meine rein arıthmetischen 
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Bedingungen, dass sowohl a und 5, als auch ©— 2k—+b und a+ 2k—+h 


entgegengesetzte Vorzeichen haben. 


c. Die Reduites princıpales von Hrn. Hermite. 


An Stelle meiner Hauptreducirten kommt Hr. Zermite zu anderen von 
ihm reduites prineipales genannten Formen, welche also auch von den 
(aussischen Reducirten abweichen, gerade dadurch, dass Hr. Hermite die 
Gaussische Definition für redueirte positive Formen zu Grunde legt. Die 
von Hrn. Hermite (dieses Journal Bd. 41, S. 204) benützte positive Form 


Y stimmt. was das Verhältniss der Coeffiecienten unter einander betrifft. 


mit meiner Form (a, f,b) überein, wenn man das dortige durch (7 =) 


u - 1 


ersetzt. Alle nach meiner Definition Reducirten gehören nun abgesehen 
ee vr] 
von der etwa noch anzuwendenden Substitution u auch zu den von 


Hrn. Hermite r&eduites genannten, weil, wenn ın (a, £, b) der mittlere Coefficient 
gleich Null ist, auch (a, f, b) oder (b, —f, a) nach der Gaussischen Definition 
redueirt ıst. Dasselbe gilt nicht umgekehrt. Es geht nämlich zwar f immer 


durch Null, wenn für (a, f, b) dıe beiden Grenzen der (raussischen Reduc- 


a Br ’ 1 
tion def=— , undf=7- sind; sind sie aber {= — „ und a=b, oder 
[= > und a==b, in welchen Fällen (a,A,b) von Hrn. Hermite reduite principale 


genannt wird, so lässt sich dies nicht behaupten, und ist auch nicht der 
Fall, wenn @ und 5 gleiche Vorzeichen haben. Sind dann a und 5 positiv, 
k negativ, so wird die Reihenfolge der Reducirten nach Aermite 

11 01 3 


(b, 9, €) u, (b, — k, a) _ı0| (a, k,b) .; (a, — hy €), 


* 115 TEE or Me 11 0|. 

während bei mir unmittelbar (db, g, ec) durch die Substitution F ‚m(a, —.h,c) 
| 

übergeht. In diesem Falle sind (d,g,c) und (a,—h,c) Hauptreducirte, da nach 

der Hermiteschen Bedingung für reduites principales, nämlich der (kA) >(a-+b) 

oder vielmehr (A) > (@a— 5), welche sich unmittelbar aus meiner Gleichung (4.) 

ergiebt, in diesem Falle a+A+b=0, also um so mehr a+4k+ 4b <V 


und da+4k+-5b<vV, also b— 29 -+c<V und a—?h+te<V sınd, 
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während a=5b—+- 29 +c>0 und b=a +2h+e>V sind. Dagegen 
ist in diesem Falle ım Allgemeinen (2, g,c) keine reduite prineipale, denn 
der absolute Werth des mittleren Coefficienten — k— 5b ist kleiner als der 
der Summe der äusseren, nämlich als — k— b + (— «— k— 5). Dasselbe 
silt für (a, —h,c). Nur im Falle a +Ak—+b=0 sind auch (b, g,c) und 
(a, — h,c) reduites principales. Anfangs- und Endpunkt der Strecke, für 
welche (a, %k, 6) überhaupt reduite ist, fallen dann zusammen. Im Falle 
a>YU, b>0,k>O hätte dasselbe, was soeben für die Form (a, k, b) durch- 
seführt worden ıst, für die Form (db, — k,a) gegolten. Wären « und Ö 
negativ, so gälte völlig das Analoge. Alle reduites principales (a, %, b), in 
welchen «>0, 5<<0 ıst, smd auch Haupreducirte, von allen, in welchen 
av, bh >VO ıst. sınd es die associees Opposees (b, k, a), denn aus 


\ ’ GG b . . . . 
(k) > (a —+ b) tolst (k) >| 5 |. Die Aermiteschen Perioden von reduites 


principales, von welchen also eine unter Umständen an die Stelle von 
zwei (@aussischen Reducirten tritt, können demnach weniger Formen enthal- 
ten. als die aussischen Perioden, wie ja auch bei der Entwicklung in einen 
periodischen Kettenbruch die Anzahl der Partialnenner einer Periode kleiner 
werden kann, wenn man Reste von verschiedenen Vorzeichen zulässt. Von 
den Aermiteschen Bedingungen — (k) <=a—+b<(k) drückt, wenn a und 
b verschiedene Vorzeichen haben, die eine aus, dass (a, f, b), dıe andere, dass 
(6, — f,a) eine (raussiısche Reducirte werden kann, wenn aber a und Öb 
oleiche Vorzeichen haben, drückt die eine beides, dıe andere gar nıchts aus. 
Wenn man diese Bedingungen so umgestaltet, dass sie sich zur unmittel- 
baren Berechnung der aufeinander folgenden reduites principales eignen, dass 
sie nämlich ausser / und %k nur einen der äusseren Üoefficienten, zum 
Beispiel « enthalten, so wird mittels «@ — (ak) <—ab<a@—+ (ak) aus 
Ihnen a — (ak) + << 1I<a’—+(ak)+%*. Hiernach ıst es nun leicht, von 


den mittleren Coefficienten zweier auf der Strecke von a liesender. also 


durch Substitutionen Mr | in einander übergehender reduites principales den 
Las 


einen aus dem andern abzuleiten. Ist nämlich a’ > /, so liegt der eine 


. .» + . «a / 3 9 a | | I) 9 
jener Coefficienten zwischen — .— | 7 — g ® und ——+V/— ie; der 
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a u zu a F = 
andere zwischen —— / 7 — 2 n Tem u, ER so (A) = 
schen > \/ RL; und 5 + \7 yo, W rd also ()=1. 


Ist aber @ << /, so liegt von diesen zwei Üoefficienten der eine zwischen 


—_— — | — — FT ee / 
a / 3 a 3 y Aa 3 
——— I I—-— a’tund—-—YV I—--.a?, der andere zwischen — — +Y — — a‘ 


a / 3 . } ’ } ’ 
und 5 ri a?, wodurch für 3 ım Allgemeinen ein Werth, im Fall 


der Erreichung einer der Grenzen «+5b+k=0 aber zwei um eins ver- 
schiedene Werthe bestimmt werden. In der That ist z. B. bei a+b+k=U 
neben (a,k,b) auch (a,— h,c) zugleich mit (2b, 9,c), (b,— k,a), (c,h, a) 
und (c, — 9, b) reduite principale, wie aus der Erfüllbarkeit der Gleichungen 
a=b=-—-2f auch unmittelbar folgt. 

Eine Zwischenreducirte (a, k, b) liegt offenbar auf der Strecke von «a 
oder von 5, je nachdem das Vorzeichen von a——2k-+-b und a+2k-+ b, 
also auch von «+ 5 mit dem von 5b oder von a übereinstimmt, je nachdem 
also a kleiner oder grösser ıst als —Öb. Dasselbe in Bezug auf die 
absoluten Werthe von a und 5 gilt für die Aermiteschen reduites interme- 
diaires, wie meine Gleichung (4.) ın Verbindung mit der nach dem Obigen 
bei diesen Formen immer möglichen Gleichung £=0 ergiebt. Von den 
auf der Strecke von a liegenden Zwischenredueirten verdient diejenige 


(a, k, 5) besonders hervorgehoben zu werden, bei welcher der absolute Werth 
. [4 . . . 
von k der kleinste, also < 5, wird, statt welcher man, wenn in einer 


Form k = . ‚ also in einer anderen k= — z wird, beliebig die eine oder 
andere nehmen kann. Die entsprechende positive Form (a, f,b) ist eine 
Gaussische Reducirte für den Minimalwerth von a. Das Analoge silt für 
die auf der Strecke von 5b gelegenen Zwischenreducirten (a, k, 5). Die so 
hervorgehobenen Formen gehören zu den von Legendre (Theorie des nom- 
bres, 3”° ed., I partie, $ 13) als reduites a la forme ordinaire bezeichneten. 
Wenn es aber auf der Strecke von @ keine Zwischenreducirte giebt, also 
eine der zwei auf der Strecke liegenden Hauptreducirten die Bedingung 
(2) <a oder beide die (2k)=a erfüllen, so kann es sein, dass für diese 


eine oder diese beiden — b<(2k) ist. Legendre schreibt nun, um auch 


für eine solche Strecke eine ähnliche Form zu erhalten, vor, weitere Sub- 
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stitutionen auf die erhaltene Form anzuwenden, bis der absolute Werth des 
doppelten mittleren Üoefficienten den keines äusseren mehr überschreitet. 


| te ie a u 
Hierzu ıst aber eine einzige Substitution | hinreichend, weil die Ver- 


/ 

kleinerung von (k) eine weitere Vergrösserung von a hervorbrinet. Die so 
zu erhaltende Form wird also offenbar dieselbe, welche man für die Strecke 
von 5b ebenfalls erhält. Es ıst also nicht zufällig, dass in dem von Legendre 
Seite 135 durchgeführten Beispiel eine Form zwei Mal nach einander 
vorkommt. 

Aus den letztbesprochenen Reducirten ist auch die von G@auss (Dis- 
quisitiones arithmeticae art. 223) als forma repraesentans ihrer Klasse be- 


zeichnete Form ausgewählt. 


d) Die Invarıante eine negative Quadratzahl. 


Durch jede der oben von einer gewissen Stelle an ausgeschlossenen 
indifferenten Formen (a,k, 5b), ın welchen /=4*— ab eine Quadratzahl 
ist, lässt sich die Null eigentlich darstellen, jeder solchen Form sind also 
Formen äquivalent, ın welchen der erste Öoefficient —=0 ist. Essei (a, k, b) selbst 
eine solche Form, sei k die positive Quadratwurzel aus der als von Null 
verschieden angenommenen (Quadratzahl /, und sei zunächst 5 nicht gleich 


Null, auch nicht durch 2% theilbar. Bei Anwendung des unteren Vorzeichens 


in der früher benutzten Gleichung 57, — 57 =+YJ/ wird dann bi= 
k(n+n)=b:. Es kann sich dann also, während der Punkt »,,, einen 


Ast seiner gleichseitigen Hyperbel durchläuft, der Punkt 5,5, nur auf einer 
der zwei geraden Linien bewegen, in welche seine gleichseitige Hyperbel 
degenerirt, und zwar auf dieser nur auf der einen Seite des Nullpunktes, 
da der absolute Werth derjenigen der zwei Grössen n und ,, welche ihr 


Vorzeichen nicht ändert, den der anderen stets überwiegt. Werden », und 


n, mit entgegengesetzten Vorzeichen unendlich, so nähern sich, wıe aus der 
Gleichung (7 — 1) (7 +7) =b ersichtlich, £ und 5, dem Grenzwerthe Null, 
und mit ihnen auch a und f. Soll nun (0, %k, 5b) reducirt sein, sollen also 
durch die entsprechende positive Form (a,f,b) die Bedingungen f <0; 
— fa; —f<b erfüllt werden können, so müssen nach der aus der 


Gleichung (4.) entstehenden Gleichung ba=2%kf die Zahlen b und %k ver- 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 2 u. 3. 21 
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schiedene Vorzeichen haben, ferner muss SL <<] sein. Erfüllt (0,k, 5) 


diese Bedingungen nicht, so betrachte ich statt dieser Form die ebenso zu 
| 


u 1 Pp| 
bezeichnende neue durch eine Substitution Io ] | aus ihr hervorgehende, ın 


welcher —2k<b<<Ö ıst. Die dritte Bedingung ıst dann nach dem eben 
Bemerkten für Punkte ,, „,, welche auf ihrem Hyperbelast nach einer be- 
stimmten Richtung zu hinreichend weit entfernt sınd, von selbst erfüllt und 
I 


/ 5x / . 
— k J : bestimmten 
c 2 


k+-b 


Punkte an. Ueberschreitet man diesen Punkt ın der entgegengesetzten Rich- 


zwar von dem durch 9 =V0, also b=k 


i ER 10 
tung, so ıst zunächst eine Substitution 2 anzuwenden, um aus (a, f, b) 


wieder eine reducirte positive, und damit aus (0,%,b) eine neue reducırte in- 
differente Form zu erlangen. Das für den Fall, dass / keine Quadratzahl 
ıst, oben entwickelte Verfahren zur Ableitung der auf emander folgenden 
Reducirten lässt sich nun aus denselben Gründen auch auf diese Form 
(2k+b, k—+b, b) und die demnach auf sie folgenden anwenden, bıs man 
hierbei, während die ursprünglichen Punkte &,5, und », 7, sich auf ıhren 
Bahnen immer ın derselben Richtung fortbewegen, zu einer Form (a', k', b") 
gelangt, in welcher € —= 0 ist. Eine solche Form müsste jedenfalls unmit- 
telbar vorausgegangen sein, ehe eine Form (a”, k", 5") kommen könnte, in 
welcher a” oder 5’ gleich Null wäre, weıl ja, je nachdem die letztere Form 
„uns En < 10 RE 
aus der ersteren durch die Substitution ade oder die on hervorgeht, a” 
oder 5” gleich € ıst. Eine solche Form («', k, 5’) muss auch wirklich kom- 
men, denn erstens kann es von den übrigen Reducirten, in welchen allen 
ja dıe äusseren Üoetficienten entgegengesetzte Vorzeichen haben müssen, nur 
eine endliche Anzahl geben, ferner kann von diesen keine mehr als einmal 
vorkommen, weil ja hieraus allein wie oben folgen würde, dass dieselben 
gleiche Perioden nicht nur nach vorwärts, sondern auch nach rückwärts 
bildeten, endlich ıst aus denselben Gründen wie oben keine dieser übrigen 
Reducirten von der Art, dass ihre entsprechende positive Form reducirt 


bleıben könnte, wenn einer ıhrer veränderlichen Üoetficienten unendlich 


wird. Diese letztere Eigenschaft hat nun aber die Form («’, k', 5), in welcher 
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a«+2k+b=0 ist. In letzterer Form ist 0 <a@<—2h. Es ist also 
(d, b, @) dem bei der Form (0, %k, b) Betrachteten analog reducirt, während 
das bewegliche Eck £, &, des durch (ed, b‘, a’) bestimmten Dreiecks von der 
durch ?=0, also —h' = ı bestimmten Lage an in der bis dahin vertolo- 
ten Richtung auf seinem Hyperbelast weiter rückt bis ins Unendliche. Gleich- 
zeitig werden auch die ursprünglichen Veränderlichen £&,<,, »,, ı, letztere 
beide mit gleichen Vorzeichen, unendlich. An Stelle der unendlich oft 
wiederholten Periode reducirter Formen tritt also im Falle, dass k® — ab 
eine Quadratzahl ıst, eine Reihe nur einmal vorkommender reducirter Formen, 

deren erster (a, k, 5) der Coefficient «= ist, ‘in deren letzter («', k', b') 
aber © =0 ıst. Da gleichzeitig mit (a’,f', 6) auch (ed, b', a’) reducirt ist, hat 


auch die indifferente Form (0, A, a”) den Charakter einer Reducirten. Die 


Subtitution durch welche die nicht wesentlich von (a', k', 6’) verschie- 


y 5 ’ 
dene Form (0, h, a’) aus (0, k, 5) hervorgeht, entsteht durch die Zusammen- 
setzung der nur positive Coefficienten enthaltenden Substitution, durch welche 
(a, k, 5b) aus (0,k, 5) hervorgeht, mit der Substitution | .: Hieraus 
fflgt -— a >P>0; —y>öd>OV. Aus (0,%k,d)(o,y)=0 folgt ferner, 


wenn m den grössten gemeinsamen Divisor von 2%k und 5 bezeichnet, 


b — 2k&k ’ 
=; y=—-, und ın Betracht des eben Bemerkten sınd 3 und J durch 
2k .. . ® .. ! 
dıe Gleichung _ 9 + „Bl vollständig bestimmt. Drückt man nun 4 
und a’ durch k b,c,/2,y, 0 aus, so erhält man Y=—k und @=m). 


Da die Formen (0, k,2kn) den Formen (0, %,0) und (0, — %k, 0) eigentlich 
äquivalent sind, und in den, den letzteren entsprechenden positiven Formen 
der mittlere Coefficient constant gleich Null ist, kann man nun allgemein 
aussprechen: In jeder Klasse äquivalenter zur Invariante — k” gehörender 
Formen giebt es eine und nur eine Form (0, k, 5), in welcher 2k>—b=> 0 
ist, zugleich mit a Form (0, — k,a'), in welcker 2k>«a@>0 und 
b a’ 


—.— == (mod. = ist. Die der letzteren Form eigentlich FREE? 
m m = 


(a',k, 0) wird von Gauss als Reducirte bezeichnet. (Disqg. arıthm. 206). 
ihr die Form (c,&, 0), in welcher ich 5+ 2% mit c bezeichne, ah 


21° 
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äquivalent ist, so ist der von Gauss (art. 210) für zwei uneigentlich äquivalente 
Reducirte (ec, k, 0) und (a’, k, 0) bewiesene Satz ca = m? (mod. 2 mk) unmit- 
telbar in der soeben angegebenen Congruenz enthalten. Nach derselben Be- 
trachtung, die auch bei den positiven Formen angestellt wurde, erkennt man, 


dass die Formen (0, k, b) und die ihnen äquivalenten keine Substitutionen 
Sans d | Zunay Zafr eg Dil, ge 
ın sich selbst von der Determinante 1 zulassen ausser denen oıl und 
— |] 0 

0 —] 

Ist /=0, so liegen die drei Eckpunkte 7,71, —&,—$ı, 0,0 des 
einer Form (a, k, b) entsprechenden Dreieckes ımmer in gerader Linie. Das 
Dreieck wird also ımmer stumpfwinklig sein, wenn nicht zwei der drei 
Punkte zusammenfallen, was nur möglıch ıst, wenn a=0, oder b =0, oder 
ce—( ist. Es können also, wenn man sich auf primitive Formen beschränkt, 
d. h. auf solche Formen, deren Coefficienten keinen gemeinsamen Divisor 
haben, nur die Formen (0,0, + 1), (+ 1,0,0), (+1,+1, +1) reducirte sein, 
welche zu einander in der Beziehung stehen, wıe (a, k, b), (c, h, a), (b, 9, €). 
Man erhält also nur zwei primitive Klassen, welche durch die Formen x’ 


und — x repräsentirt werden können. 


ul. Ternäre positive Formen. 
a) Gleichartige Coefficienten. Neue Reductionsbedingungen. 


Für eme beliebige ternäre quadratische Form ax + by’ + 2? + 2ayz 
+ 2hbzx= + 2fxy sollen neben neu einzuführenden auch die üblichen Be- 


a,b,c 


b . j 
a, ‚2 (x, y, 2) oder ® i .) oder f(z,y,2) oder f gebraucht 


gb,f 


werden. Den Coefficienten a,b,c füge ıch bisweilen noch einen vierten d 


zeichnungen ( 


bei, den Üoefficienten a,b, f noch drei, I,ın, n. Die zehn Üoefficienten sollen 

den vier Gleichungen a+tl+b+f=0, b+m+f+g=0, c+n-+3g 

+b=0,d-+HI+-m+n=0 genügen, sodas d=f(1,1,1) ist. Die Be- 

ziehungen zwischen diesen zehn Üoefficienten werden veranschaulicht, wenn 
ath 

man sie, entsprechend der Anordnung “ b g| der gewöhnlichen Coefficien- 
ge 
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a 


f 
i | 


zusammenstellt, oder dadurch, dass man anstatt 


a am 


ten, ın das System | 


u =:3 . 


0. b. f,l, m, n die Bezeichnungen [bc], [ca], [ab], [ad], [bd], [ed] gebraucht, 
wobei die Reihenfolge zweier in einer Klammer stehender Buchstaben gleich- 
gültig, also z. B. [be] = [ch] ist. Die 24 Formen, welche aus einer unter 
ihnen, der Form f, durch die Permutationen der Üoefficienten a, b, c, d ver- 
bunden mit den zugehörigen der Coefficienten 9, b, f, I, m, n hervorgehen, 


sınd einander äquivalent, sie gehen in einander über durch die Verbindun- 


100 0 —| 0 
sen je einer der zwei Substitutionen 0 10) und —1 0 0 mitje einer 
001 | 0 0-1 
100/|001!|010 100011 0 0 
der drei 010|,100,001, und je einer der vier (0 10, 11—1 0 
001010) |100 0011 0-1 
—-11,0 |j-ı oı 
01 0, 0-11. Die Beziehungen zwischen diesen 24 Formen 
01—1} 0 01 


treten noch klarer hervor, wenn man dıe Formen durch a, b, f, I, m, n allein aus- 
drückt. Unter Einführung einer vierten Variable ? nämlich. welche zunächst 


gleich Null sein soll, wırd 


5.) = — 9 yw—2) — bh (.— a)’ — f(x — y)’ — (a — DO’ — m(y—d)’ 
—n (2. 

Da man den Werth Null der Zahl {, ohne den Werth der Form zu ändern, 
um eine beliebige Zahl vergrössern oder verkleinern kann, wenn man die- 
selbe Aenderung auch mit x, y und z vornimmt, so sind die sechs Üoeffi- 
cienten unter einander gleichartig. Die Vertauschungen, welche unter ihnen 
vorgehen bei den 24 Vertauschungen der Üoefficienten a, b, c,d und der 
zugehörigen Variablen x, y, 2, t, und welche lediglich die Reihenfolge der 
sechs Glieder in (5.) verändern, sind dadurch zu kennzeichnen, dass je zwei 
Coefficienten, welche bei der ersten obigen Schreibweise nicht mit ein und 
derselben der Zahlen a, b,c,d eine Horızontal- oder Verticalreihe gemein 
haben, oder bei der zweiten keines der Elemente a, b, c, dD gemeinsam haben, 


zu einem Paare vereinigt sind, welches bei keiner Vertauschung unter 
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oh 
mn 


a, b, c, d getrennt wırd. Diese drei Paare, welche in dem System 
die drei Verticalreihen bilden, können beliebig unter einander vertauscht 
werden, was den Vertauschungen zwischen a, b, c entspricht; es können auch 
Vertauschungen der zweı Elemente eines Paares vorkommen, jedoch nur 
verbunden mit derselben Vertauschung in einem anderen Paar, was, wenn 
gleichzeitig die zwei Paare selbst mit einander vertauscht werden, den Ver- 
tauschungen von d mit a, b oder c entspricht. 

Setzt man die bestimmte eyklische Reihenfolge d, a, b,c,d für diese 
Coefficienten mit der 4,2,%, 2,t für die Variablen fest, bezeichnet (t—x), 
(2—y), y—2), (z2—f) mit %,, 4, U, u, und entsprechend, wobei wieder 
die Reihenfolge der zwei Ziffern gleichgültig ist, a mit (34), b mit (41), 
ce mit (12), d mit (25), ferner bD+29-+-c oder, was dasselbe ıst, d_+21-ta 
mit (13) und a+2f-+b oder c+2n--Dd mit (24), sodass von diesen sechs 
Grössen je drei, welche eine Ziffer gemein haben, wie z. B. (12), (13), (14) 
als äussere Üvefficienten je einer von vier binären die Indices 1, 2, 3, 4 
tragenden Formen auftreten, so erhält man die Gleichung 
6.) — = (129) uw+ (23) wu + 84) ww+ (41)w,u; + (24) u,u; 

+ (13) %u4, 


in welcher, wie auch in der Gleichung u, ++ +0 völlige Symme- 


trie in Bezug auf die Ziffern 1, 2, 3, 4 herrscht. 


h A, B, & ” e: 
Die adjungirte Form | n ), oder *, deren Coefficienten die ersten 
$, 9, K 
afhb 
Unterdeterminanten der Invarıante /, das ıst der Determinante |f b 8 sınd, 
bge 


sodass drei Gleichungen wie die /=aA-+fft +h9 und sechs wie die 
0=at +FB-+-HG6 bestehen, und (A, Y,Z)= I«X+y/+z2)= 
1.f (x, y, 2) ist, wenn man für X, Y, Z die halben Derivirten von f (z, y, z) nach 
z,y, z setzt, ist nach ihrer Ergänzung durch die vier Coefficienten D,Y,M,N, 
welche den Gleichungen A\H-!+-I9I+K8=0, B+-HNMN+HRK+G =, 
EC+-N+GH+-I>I, DH MHN=I, D=Rll,1,1) genügen, 
weder in Bezug auf a,b,c,d, noch in Bezug auf die eingeführten Indices 


1,2, 3, 4 symmetrisch. Die Form %, aber, welche durch die Substitution 
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er 0 

‚0 1—1) aus % hervorgeht, und deren Üoefficienten A,.8,.6,. D, die 
001 

Invarıanten der vier oben genannten die Indices 1,2.3, 4 tragenden binären 
Formen sınd, ıst nicht nur symmetrisch ın Bezug auf diese Indices, sondern 


De 


bei Erhaltung einer eyklischen Reihenfolge, bei welcher a von «,b von d ge- 

trennt bleibt, auch ın Bezug auf a, b, c,d. Setzt man abkürzend: 
P=gı+nm+mg, P%= If+fm-+nml, 
Y=nl+lb +hn, Nett ıb+di, 

so wırd diese Form = |, —P, —bm, —fnr+-bm, —WP, — bm 


B—2KHN , pP, — bm, —al+-bm 
C—26+-8,—P.— hm 
(5 


| 





Damit f eine positive Form sei, durch welche also, die Variablen wie 
die Coefficienten als reell vorausgesetzt, nur positive Zahlen dargestellt wer- 
den können, ıst, da ıch vorläufig den Fall /= 0 ausschliesse, nothwendig, dass 
a,b. 6,08, U, 8,6, D und / positiv sind, hinreichend aber, wie die Gleichung 
af=(ur+fy+ br)’ + 6y — 28 yz—+ Br’ ergiebt, schon, dass a und die 
binäre Form (6, — 6, DB), also, dass ausser / noch a und ®, oder irgend zwei 
ın gleichen Beziehungen zu einander stehende Coefficienten positiv sind. 

Anstatt der Seeberischen Bedingungen für eine reducirte positive Form, 
dass nämlich a<b <c; (2a) <b; (2b)< a: (2M)<a, und entweder a, b und 
f negativ und a+b +29 +2hb—+ 2f>0, oder keine der Zahlen x, b, f 
negativ sei, führe ıch für meine Zwecke andere Reductionsbedingungen eın, 
welche nur bei Stattfinden des ersteren Falles ım Wesentlichen mit den 
Seeberischen übereinstimmen, und immer darın bestehen, dass von den Zah- 
len 9b, f,I,m,n keine positiv sein soll. Während die Seeberischen Bedin- 
gungen bewirken, dass wenn f eine zu f äquivalente Form ıst, in welcher 
ebenfalls " <b'"<c ıst, nicht A <a, oder # <b, oder " <c sein 
kann, bewirken die nun zu rechtfertisenden meinigen, welche die Sym- 
metrıe zwischen a, b, c und d nicht verletzen, dass an die Stelle von 


a+b-+c-+d oder also von —a—b—f—I—m—ın ın keiner äquıi- 


valenten Form eine grössere Summe tritt. Eine auf die Form f anzu- 
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ea 
wendende Substitution Io, 3, 7ı | bezeichne ich, um d/, (', m’, n' ebenso un- 
Mg ßgYa| 
Ki " 
mittelbar wie a’, 6, c', g', b/, f angeben zu können, mit |«, 3, y, d, , worin 


Ö 


ur 
|@9 Pa a 


0,0,, 0, dadurch bestimmt seın sollen, dass die Summe der je vier in einer 


2 


Horizontalreıhe stehenden Coeffieienten gleich Null ist. oder auch mit 


‚a 3 y Ö 

a, ß, ’q Ö, / . . . . . 

4.8.0.9,» Worm et, 3, 73, 0; sämmtlich gleich Null sind. In letzterem 
2 2 /2 


| 
a3 By 3 ö, 
System kann man jedoch auch, um Symmetrie ın Bezug auf a, b, c, d her- 
zustellen, die je vier ın einer Verticalreihe stehenden Üoefficienten sämmt- 
lich um ein und dieselbe Grösse vergrössern oder verkleinern, ohne dass 
dadurch eine Aenderung des Resultats der Substitution herbeigeführt wird, 


werin man nämlıch: 


"= + He ++ 29 nm + 2b; + 2 fan + 2lon; 
+ 2ma, 0; + 21,0; etc., 
) da’ da’ da da’ 


./ l De tere ı AR E 
2 da P+ 2 de, Pıt+ 2 de, Pa +3 da, 3 etc. 


{= 
d a’ 
da 


nur um a+f-+b-+1, also um Null zu, ebenso dıeähnlichen Derivirten; ferner ıst 
da da da da’ 


setzt. Denn wenn z. B. «, &,, %,e,; um 1 zunehmen, so nımmt $ 








Pi da, m de, 2. 0 ete. Die Anwendung der Substitution 
—1 001 a+2b+6!+9n+9, 19 
| 0 —]1 01 op ü b, —g, m +9 
_1 010 auf f erzeugt nun die Form a 6 
An die Stelle von —g—b —f—1—m—.n trıtt also ın dieser eine um 9 


kleinere Zahl, so dass diese Summe durch eine geeignete Substitution immer 
verkleinert werden kann, so oft g, oder, wie aus der Symmetrie zu schlıes- 
sen, einer der Coefficienten b, f, I, m, n positiv ist. Ist I positiv, so geht 
z. B. die entsprechende Substitution aus der angegebenen durch die Ver- 
tauschung von b und c mit a und d hervor. Die obige Substitution 
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cn a 0—101 
0—101 — ] 00] Br | 
—i 010 wırd dadurch n\ 000 oder, ındem ıch die Glieder ie 
ı —] | 1 
' "ertiealreı 6; eo. ( ige 
einer Verticalreihe um dieselbe Grösse verändere, .„ oder. ın- 


l te 
() () 00 


dem ıch dıe unter a, b, c, d wıeder vorkommenden a und d wieder an ıhre 


—]111—] 
R 2 : 001-1 Be 
ursprünglichen Stellen schatte, 010 welche f ın 
000 0 
dl. [—1. h—l, — | 
a+-2h —c, g—I, nl 


I£ ‚, verwandelt. Es ıst nun auch leicht zu beweisen, 
a— 2f+-b,m—| 


d 


dass, wenn 9,b, f, l,m,n negatıv sind, ausser der identischen Substitution 


1009 —1 1000 
10 —1I 0100 + 
001-1 odeı 0010 und den blosse Vertauschungen unter a.b.c und 
000 0 000] 


d hervorbringenden, also aus der angegebenen durch Vertauschungen 
der Verticalreihen entstehenden Substitutionen alle übrigen eine Vergrös- 


serung der Summe a—+-b-+-c—? bewirken. Setzt man nämlich nach (5. 





' 9 Ne 5 9 / Ne 
= — (1-0) 
Pu N (@3 03)" 
und die analogen Ausdrücke für b,c,vd, so erkennt man, dass beı deı 


ıdentischen Substitution und den erwähnten 23 anderen ın die Summe 
@—+-b’+ ed -+2 jede der nicht negativen Zahlen — 3, — b, —f, — 1, — m, -— 1 
zweimal eintritt je multiplicırt mit der (Quadratzahl 1. Sollte also jene 
Summe bei irgend einer äquivalenten Form kleiner werden, so müsste ın 
ıhr wenigstens eine dieser sechs Zahlen weniger als zweimal vorkom- 
men. Wäre dies die Zahl —a. so müssten von den vier Differenzen 
4— 03, ıi— Pas Yı—ya, fi — 0, mehr als zwei gleich Null sein, sie müssten 


. 
| 


also, da ihre Summe gleich Null ist, alle vier gleich Null sein, was erfor- 


dern würde, dass die Substitutionsdeterminante gleich Null wäre. Kleiner 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 2 u. 3. 22 
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a 5 
| { / 
wendende Substitution |«, 3, 7, | bezeichne ich, um d’/, (', m’, n' ebenso un- 
tag Ya| 
a 3 r 6d| 
‚ „ u. 
mittelbar wıe a,b, c,9,b', angeben zu können, mit |e, 3, y, d,|, worin 


a Y. 0 


|@a Pa a 


0,0,, 0, dadurch bestimmt seın sollen, dass die Summe der je vier in einer 


2 | 


Horizontalreıhe stehenden Üoeffieienten gleich Null ıst, oder auch mit 
‚a I} ; Ö | 


d 


w:.:8, 7, 8] ' L \ N . 
|, worin #3, 3, /3, 03 sämmtlich gleich Null sind. In letzterem 


| 
’ 
N 
| 


a; By; 3 0; 


u Ba Yg ) 


System kann man jedoch auch, um Symmetrie ın Bezug auf a, b, c, d her- 
zustellen, die je vier ın einer Verticalreihe stehenden Üoefficienten sämmt- 
lich um ein und dieselbe Grösse vergrössern oder verkleinern, ohne dass 
dadurch eine Aenderung des Resultats der Substitution herbeigeführt wird, 


wenn man nämlıch: 


=’ HH re tt + 2a m + 2m + 2a + 2lom; 
+ 2ma, 1; + 2na,0;, ete., 
da’ da da da 


s 1 2 ee f A. | ' 
: da P+% de, Pt ? de, tg, Pa etc. 


= 
d a’ 
da 


nur um a-+-f-+b-+-I, also um Null zu, ebenso dieähnlichen Derivirten; ferner ıst 
da’ da da da’ 


setzt. Denn wenn z. B. «, &,, %,e um 1 zunehmen, so nımmt 


Im 








da da, ” de, da, 0 ete. Die Anwendung der Substitution 
wi 001! at2hb+ct+g,n+g, WER 
Br : r- r . auf f erzeugt nun die Form a0 : en 
un Ber a+2t-ıb 
An die Stelle von —g— bh —f— 1I—m—n trıtt also in dieser eine um 9 


kleinere Zahl, so dass diese Summe durch eine geeignete Substitution immer 
verkleinert werden kann, so oft 9, oder, wie aus der Symmetrie zu schlies- 
sen, einer der Coeffieienten b, £, I, m, n positiv ist. Ist I positiv, so geht 
z. B. die entsprechende Substitution aus der angegebenen durch die Ver- 
tauschung von b und c mit a und d hervor. Die obige Substitution 
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-.] 001 0 —10] 
0—101 WR — ] 00] | u | 
en wırd dadurch Enz, oder, indem ich die Glieder je 
0 000 — ] 010 
lı —] u: 
RE ERERF er 4 ( 0 —1l1 | 
einer Verticalreihe um dieselbe Grösse verändere, 1 0-10, oder, in- 


(Ü) () 00 


dem ich die unter «a, b, €, d wieder vorkommenden a und d wieder an ihre 


—111-—1 
ie | | Be u 
ursprünglichen Stellen schaffte, 010 _ı, Welche f in 
000 0 
Al, f—l. bl, — | 
a+2hb—c, g—I,n—I 


„verwandelt. Es ıst nun auch leicht zu beweisen, 
a— 2t+-b,m—Il EUER 


d 


dass, wenn 9,b, f, I, m, n negatıvy sind, ausser der identischen Substitution 





100 —1 ‚1000 
610. —1 0100 ö 
001-1 odeı 0010 und den blosse Vertauschungen unter a.b.c und 
000 (0 000] 


I) 
d hervorbringenden, also aus der angegebenen durch Vertauschungen 
der Verticalreiıhen entstehenden Substitutionen alle übrigen eine Vergrös- 


“ 


serung der Summe a—+-b-+-c— 2 bewirken. Setzt man nämlich nach (5. 





] 9 ni ww ‘ r \ 
a = 8 (4, — 05) —b(e; -o) — fl -0,) — (eo U Yu — 1 0 { 
— 1 (22 — 03)" 
und die analogen Ausdrücke für b, c,d, so erkennt man, dass beı deı 


identisehen Substitution und den erwähnten 23 anderen ın die Summe 


ed jede der nicht negativen Zahlen — 3,—b, —f, — 1, — m, —— 1 
zweimal eintritt je multiplieirt mit der Quadratzahl 1. Sollte also jen: 
Summe bei irgend einer äquivalenten Form kleiner werden, so müsste ın 
Ihr wenigstens eine dieser sechs Zahlen weniger als zweimal vorkom- 
men. Wäre dies die Zahl —a, so müssten von den vier Differenzen 
4— 0, H— Pas Yı—ya, di — 0, mehr als zwei gleich Null sein, sie müssten 


g 
} 


also, da ihre Summe gleich Null ist, alle vier gleich Null sein, was erftor- 


dern würde, dass die Substitutionsdeterminante „leich Null wäre. Kleiner 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 2 u. 3. 22 
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kann also jene Summe bei keiner äquivalenten Form sein, gleich gross bei 
anderen als diesen 24 Formen nur in den noch näher zu besprechenden 
Fällen, in welchen eine oder mehrere der Zahlen a,b, f, I, m, n gleich 
Null sınd. 

Wenn f reducirt ist und b-m nicht grösser ıst als g-[ oder f-n, so 
ist auch die oben angegebene mit Zugrundlegung der eyklischen Reihenfolge 
da, b,c,d gebildete Form %, der adjungirten Klasse reducırt, da ©,, 0, 8. 
Y,M, 9, wie aus ihren oben gegebenen Ausdrücken sofort ersichtlich ist, 
dann negativ oder Null sind. Jede Vertauschung unter den Zahlen d, a, b, c, d, 
bei welcher zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende getrennt bleiben, 
zwei aufeinander folgende nicht getrennt werden, zieht keine wesentliche 
Aenderung, sondern nur eine Vertauschung unter den Üoefficienten A,B,6,.D, 
nach sich. Das Analoge ergiebt sich für die Fälle, in welchen g-! oder f-ı 
nicht grösser sind als je die zwei anderen ähnlichen Producte, indem man 
nämlich dann die Reihenfolge dDeabd oder Dbcad zu Grunde lest. Von 
den 24 gleichzeitig reducirten Formen ist bei achten die angegebene auf 
die Reihenfolge ab cd gestützte Form der adjungirten Klasse reducirt, bei 
achten die auf die Reihenfolge cab», bei achten die auf die Reihenfolge 
bead gestützte Form. Sucht man geeignete Bedingungen, um aus den 24 
gleichzeitig reducirten Formen je eine als repräsentirende Form hervorzu- 
heben, was bei meinen Zwecken nur stören, aber bei tabellarıschen Arbeiten 
winschenswerth sein würde, so ergiebt das eben Betrachtete schon eine 
Hervorhebung von achten aus den 24 Formen. Durch die Bedingung, dass 


d nicht kleiner als a. b oder c sein soll. werden aus diesen wieder zweı 


L 
Ü er —]I 
hervorgehoben, welche durch die Substitution 0—1 0 ın einander 
— ] 0 0 


übergehen, und etwa durch die Bedingung ac oder 9<<f von einander 


getrennt werden könnten. 


b) Die Transformationen der Formen in sıch selbst. 


Geht die Form f durch die Substitution S in die Form f über, und 


stimmen die Coefficienten a, b, c, 9, b, f mit den gleich geordneten Üoefficien- 


ten a,b, dc, 9, b, f numerisch vollständig überein, so sagt man: die Form f 











Y y D . . . .. y 
E. Selling. über dıe inaren und fernaren quadratisch: N Formen 17] 


geht durch die Substitution S in sich selbst über. Ich betrachte nur solehe 
Substitutionen von der Determinante 1. Es ist auch genügend, solehe Sub- 
stitutionen beı redueirten Formen zu betrachten, weil sie sich indireet da- 
durch auch für die übrigen ergeben. Ist nun f redueirt. und, wie ich zu- 


nächst voraussetzen wıll. S eine der 23 Substitutionen. durch welche 


mehrgenannten 24 ımmer gleichzeitig reducirten Formen auseinander hx 

vorgehen, ist ferner z die Anzahl derjenigen dieser 24 Formen, welche mit 
f völlıg übereinstimmende Üoefficienten haben, f selbst eingeschlossen, woh: 
nach bekannten Prineipien z ein Divisor von 24 sein wird, so sind folgend: 
besondere Fälle zu betrachten, welche als Vorbilder für je die analogeı 


aufzufassen sind. 


l. a=b und g9=b, woraus auch I=m folst. Dann bleibt f 
( | | 
geändert bei den Vertauschungen von a und b, es ıst also S — 1009 
() () 


1 


und z=2. Dieser Fall ıst zugleich Vorbild für die fünf anderen, in welch: 
andere Combinationen von zweien der Grössen a,b,cd die Rolle spiele 


wie hier a und b. 


2. a=b, (=d,g9=l, b=m. Dann bleibt f ungeändert bei 
mit einer Vertauschung von a und b verbundenen Vertauschung von c und 
01-10 
d, es st S=|10 —10| und 2=2. 
DO 3 
3. a=b, c=d a=b=l>=m. Dann können ohne Aenderung 


von f sowohl a und b, als auch unabhängig davon c und D vertauscht weı 


den. Die Substitutionen S ergeben sich aus der unter 1. und einer ana- 
loeen. Es wird 2=4. 
4. vebecggehmeft; l=emn; dann st x=6, analog sınd 


—D etc. 


> 


die Fälle = 1 
rel ehg=_ehefmel—=m-n Dann ıst x» = 24. 
Ist jedoch S eine nıcht unter jenen 23 Substitutionen enthaltene. und 
kann doch durch sie f in sich selbst. also in eine ebenfalls reducirte Form 
übergehen, so können nicht alle Zahlen 9, b, t, I,m,n von Null verschieden 


sein, sind also mehr als die 24 Formen reducirt. Es sei 4 dıe Anzahl der- 


97% 


il 
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jenigen unter ıhnen, deren Coefficienten mit denen von f völlig, d. h. auch 
der Reihenfolge nach übereinstimmen. Ist nun 
6. g allein gleich Null, sodass noch weitere 24 Formen reducırt sind, 


—1 001 
deren eine f durch die Substitution | 0 —101| aus f hervorgeht und an 
—1 010] | 
Stelle der gleichartigen Coefficienten EN die ir hat, so ist =, 
\hmnf 4 4 , Mi 
wenn b von n und f von m verschieden ist, dagegen =2z, wenn b=ı 


oder f=m ist, also z Formen der ersten 24 mit z Formen der zweiten 24 
übereinstimmen. Von den Symmetrieen zwischen a,b,c,d sind durch die 
Bedingung, dass g allen =0 sein soll, die zwischen a und b, a und c, d 
und b, D und c ausgeschlossen. Dagegen kann f ungeändert bleiben bei der Ver- 
tauschung von b und c oder der von a und d, oder beiden Vertauschungen 
in nothwendiger oder willkürlicher Verbindung, wenn nämlich bezüglich 
bh=f, m=n, oder b=n, f=m, oder b=m, T=n,odrhb=!=m=n 
ist. Es kann demnach z ausser dem Werthe I auch die Werthe 2 und 4 


annehmen. Ist 


7. a=l=0, so dass 3-24 Formen reducirt sind, von welchen 
0—1]1 0 
drei, zu denen f selbst gehört, durch die Substitution 1 —10  Oscyklisch 
0 01—]1 
| a EEE. 2, U 
ın einander übergehen, wodurch die Coetficienten | % | sich in} ER 
0, m, n | 10,6, nn 
0. m, b 
und z ’ | verwandeln, so ist =1, 2, 4, 6 oder 24, je nachdem unter 
ee \ 


den Zahlen b, f, m, n keine gleichen, oder ein Paar gleicher, oder zwei Paare 


sleicher, oder drei gleiche vorkommen, oder alle vier einander gleich 


sind... Ist 
8. b=f=0, so sind 6-24 Formen reducırt. Von diesen gehen 
EIER 
sechs. zu denen f selbst gehört, durch die Substitution 0 01-—1|j, die 
o-ıı 0 
ich mit S bezeichne, eyklisch aus einander hervor. Die gleichartigen Coeffi- 
| 6 9, 0... e las s En ae 
cıenten ch bleiben bei Anwendung der Substitution ='0—1 0 1 
0 0-1 ıl 
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so: mV ON 


ungeändert. verwandeln sıch dureh S und 8 ın ‚. dureh 8° und 
| I, 9, m| 
Ze m, 0, 0 0% ’ ii 
S-'ın | Es ıst also = ?, wenn keine weitere Bedinsuns erfüllt 
Ing] Ä 
ist, 4, wenn nur m=n, oder nur = m, oder nur n=g ist, = 1? 


wenn gy=mzNn ıst. Endlich sınd 


9. noch die Fälle zu beachten, in welchen drei der Zahlen a,b, f,I.m, n 


Us 


sleich Null sind. Es seı a=bh=f=0. Dann sind 4-mal 4-mal 24 Formen 


reducirt. Zu den ersten 4-24 «ehören die Form f und die durch di. 


1 0 0 —1 i— 10 (0 l — ] 00 | 
Substitutionen 0 —1 0 1, 01 0-1, 0—10 1) aus ıhr 
0 0-1 ] 00 ] u DE 


hervorgehenden, deren Üoefficienten numerisch vollständig übereinstimmen. 


Zu den zweiten 4.24 gehören dıe vier AUS der Form T und den dreı an- 


100-1 
deren eben angeführten durch die Substitution '—110 0) hervorgehen- 
001 | 


den Formen, welche ebenfalls numerisch vollständig mit einander überein- 
stimmen. Dasselbe sılt von den dritten und vierten 4-24, wenn man ın 
der letzteren Substitution die Horizontalreihen eyklisch vertauscht. Für allı 
diese 4-4-24 Formen ist =4, 8 oder 24, je nachdem a, b, c sämmtlich 


verschieden oder zwei derselben oder alle drei einander «leich sınd. Da 


19; I. 


ın den letzteren 3-4-24 Formen von den an Stelle von | j tretenden 
m. n 


Coefficienten zwei in einer Verticalreihe stehende und eın anderer eleich 
Null werden, während die drei übrigen die willkürlichen Werthe I, m,n 
annehmen, so sind auch diese Fälle und somit alle überhaupt bei positiven 
Formen möglichen solchen Ausnahmefälle erledigt. 

Die in Vorstehendem gegen die Darstellung von Eisenstein gewon- 
nene Vereinfachung ist der grösseren Naturgemässheit meiner Reductions- 
bedingungen zu danken. 

c) Geometrische Beziehungen. 
Bezeichnet man eine geradlinige Strecke im Raume, deren Projeetionen 


auf drei rechtwinklige Axen &,5,,%, sind, ihrer Grösse und Lage nach sym- 


bolisch mit (a), analog Strecken, deren Projectionen auf dieselben Axen 
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17. 1,1, 93 und £, &,, £, sind, mit (b) und (ed), so stellt der Inbegriff der End- 
punkte der von ein und demselben Anfangspunkte ausgehenden symbolisch 
mit 2(a) + y(b)—+2(c) zu bezeichnenden Strecken, worin x, y, z alle ganzen 
Zahlen bedeuten, ein System parallelepipedisch geordneter Punkte dar. Versteht 
man unterdem Product zweier solcher Strecken das Product ıhrer absoluten Län- 
gen mal dem Cosinus ihres Richtungsunterschiedes, eine Symbolik, welche schon 
ım Gaussischen Nachlass (Werke Bd. Il. S. 305) gebraucht wird, und sich auch 


durch die Zamiltonschen Quaternionen ausdrücken lässt, so wird das (Quadrat der 


P ö abc 
Strecke z(a)+y(b)+z(v), also das Quadrat ihrer Länge gleich( ni \(2,Y,2) 


wenn man die Quadrate der Strecken (a), (b), (ed) mit a,b, c, die Producte 
je zweier dieser Strecken mit 9, b, f bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung folgt aus den Gleichungen 

erde, Prreeb,tretien, 


“» 
D 


ns+ not VER Te \ St üst am, Sr + Sını + 5n=t, 


. 
F 


an 

=J 
\ 
‘ 


welche auch ohne Symbolik dasselbe Resultat ergeben. Da. wıe ebenso zu 
A, b, c 


’ Ko; 014,05) mit a’ bezeichnet wird, 
0, ); 


beweisen ist, wenn | 

dd 23 de 53 da B. 
{ i / \ { / \ r >} Ri, ä „) a; N 2. | A. 1 ö “en E. 
ed) +: )PM)+ALM +.) > da 2 da, 2 da, 2 “ 


TE 


ıst, so erkennt man, dass. wenn die Form f durch die Substitution |«, 3, y, 


deren Determinante wie ımmer —= 1 angenommen wird, in f übergeht. 
die Coetticienten von f dieselben Beziehungen zu dem Punktsysteme 
haben. wie die von f. wenn man sich die Punkte desselben nur 
durch andere Linien verbunden denkt. Aus der Gleichung /= 


ath 
tbg= 5, 14,5) folgt, dass die sechsfachen Volumina der drei durch die 


Ir 
- 
’ 

t 


hge >g 42 >29 
aufeinander folgenden Kanten (a) (b) (©), (B) (ü) (a) und (e) (a) (b) bestimmten 
Tetraeder = + V/, der drei durch die auf einander folgenden Kanten 
(a) (ec) (b), Ce) ib) (a) und (b) (a) (ec) bestimmten Tetraeder = —- Y /sınd. Ich 


- 
Em ı 


setze Immer B 1, =-+Vl 
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Die ersten Unterdeterminanten dieser Determinante bezeichne ich mit 


eier Zur 


Kr?" 
= Z | 
E. BA, 2, Kandel ıst. Bezeichnet man symbolisch mit (N) ein seinem Flächen- 
u DB 
dessen auf 


inhalt und der Lage der Ebene nach bestimmtes Ebenenstück. 
=. sınd. und das Analose mit 


Axen senkrechte Projectionen £, 2,, 5; 


die drei 
dem Product zweier solcher 


(INN (($ erste ‘ ıpPner ırp 
(DB), (&), versteht man ferner unter 


das Produet ıhrer Flächeninhalte 


Ebenen- 


stücke mal dem Oosinus ıhres Richtungs 


unterschiedes. so wird 
/YıN / < EEE \s EN /» \ Be ” \) ’ N nn \ 
I) (BG, (EA H AB) S, 


MO A, (B)-(B)—=B,(G)-(G)=6,(B)-(6) 


wie dıe Gleichungen 
| Z’+- HH, H’+- HM +- HB zZ + Z + Ze 


=H+2H-+3H= 
AKH 
das £K B6| = /’ 


ergeben. welche auch zeigen, 
966 


Mit der Substitution |e, 2, y, | wird 


T i f - / 3). MM 7 u -- ’Y 
n =0S, 70} NT Oaasy Ns, en Inst a6 I u ee a 


28 
oder zusammengefasst 


()=« : (a) 0; DH+o (kt), 


) 
(O=7,W)-+nWM)-+yr(Ü. 

Setzt man die Ausdrücke für !,,r',{, in die Gleichung !,2,—+r,H', 

+[,Z,=VT ein, so ergiebt die Betrachtung der mit S,, ,, &, multiplieirten 

Ausdrücke die Gleichungen 

= =a2,+PpPH,+yrZ,. H=«uf, 


Fr 


Z,= 92, +PH',—+Y: En 


b)=PÜ)+ 7 (b)+ Ps (Ü), 


— P, H',-+yı ee. 


oder zusammengefasst 
Me AM) +P(B) +y (EN), ( 
GYM HEBIH LEN. 


= MW+HB)+y(C), 
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Der Richtungsunterschied zweier Ebenen hängt ab von den Umlaufs- 
richtungen, welche man in den Ebenen als positiv annimmt. Nimmt man 
dieselben so an, dass die gemeinsame Linie zweier Ebenen, als Grenzlinie 
geschlossener je nur auf einer Seite derselben gelegener Stücke beider 
Ebenen betrachtet, in den zweien in entgegengesetzten Richtungen durch- 
laufen wird, so ıst der fragliche Winkel der zwischen zwei ım Inneren der 
geschlossenen Stücke liegenden auf der gemeinsamen Linie senkrechten Gre- 
raden, von welchen die eine in dieser Linie endigt, die andere ın ıhr 
beginnt: Für alle Ebenen eines geschlossenen Polyeders lassen sich die 
Umlaufsrichtungen so annehmen, dass zwischen je zwei eine gemeinsame 
Kante besitzenden die angegebene Bedingung erfüllt ist. Nur bei dieser 
Annahme ist die Summe der Projectionen aller dieser Ebenenstücke auf 
eine beliebige Ebene gleich Null. So hat das obige D das Vorzeichen des 
Cosinus des Winkels, welchen die durch (— (a), + (b)) vollständig bezeich- 
nete Dreieckstläche mit der (— (b),—+ (ec) bildet, wenn man, wie sonst üblıch, 
die Linien —+ (a), + (b) und + (cd) von demselben Punkte ausgehen lässt. 
Wenn f nach meiner Definition redueirt ist mit der Reihenfolge d, a, b, ı, d, 
wenn also die Richtungsunterschiede je zweier anlıiegender sowohl als Gegen- 
seiten des unebenen Vierseits (a) (b) (©) (®) stumpfe oder rechte Winkel 
sınd, und b-m nicht grösser als a-[ oder f-n ıst, so sind auch die 
Rıchtungsunterschiede je zweier der Tetraederflächen, ın welchen die Seiten 
(d) und (a), (a) und (b), (b) und (©), (ec) und (Pd) liegen, stumpfe oder 
rechte Winkel, weil die Coetficienten ©, N, 8, Y, DM, I, der oben be- 
trachteten Form %, negativ oder Null sind. Die Umlaufsrichtungen sind 
dabei nicht durch (+ (a), + (b)), (+ (b), + (U) ete., sondern nach der 
obigen Regel bestimmt. Wird z. B. hier, wo ımmer der Anfangspunkt einer 
Seite mit dem Endpunkt einer anderen zusammenfällt, die Fläche (6) 
stimmt als (+ (2), —+(b)), so ıst für U) zu nehmen —(b), + (b) + (U) 
oder, was dasselbe Resultat giebt, (— (b), + (Ü)). Die auf (b) senkrechte 


be- 


Projection von (a) hat aber als Projeetionen auf die drei Axen S — E% 
u 3 nn a Du 25 2 
1 Nr die auf (b) senkrechte Projection von (ce) die I — LE 


Fra 7». Der Cosinus des Richtungsunterschiedes beider mal 











=—\J 


=] 
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dem Product ıhrer absoluten Längen ist daher b — 2. derselbe Üosinus 


mal dem Product der absoluten Werthe der zwei Flächeninhalte N. 
Dieselbe Eigenschaft wie das Vierseit (a) (b) (c) ®) hat auch das 
ihm gleiche und ähnliche aber nicht eongruente (c) (b) (a) (®). Die Formen. 
welche zweien in dieser Art verwandten Vierseiten entsprechen, gehen durch 
001 


eine Substitution |0 1 0, von der Determinante — 1 in einander über, welche 
100 

jedoch durch Vorzeichenänderung aller Coefficienten, also Umkehrung der 
Riehtungen der Strecken, in eine solche von der Determinante + 1 ver- 
wandelt werden kann, sodass in den Formen dieser für die Vierseite selbst 
wesentliche Unterschied verschwindet. Die den Vierseiten (b) (ec) (a) (®) und 
(c) (a) (b) ®) und den ıhnen gleichen und ähnlichen aber nicht congruenten 
(a) (c) (b) (®) und (b) (a) (©) (d) entsprechenden Formen sind nicht auch 
in Rücksicht auf die Reibentolge der Öoetficienten reducirt. Mittels dreier 
Ebenen, welche durch die Hauptdiagonale (d) und die nicht auf (D) hegen- 
den Ecken eines durch die Kanten (a), (b). (©) bestimmten Parallelepıpeds 
geleot werden, wırd letzteres ın die sechs eben besprochenen durch die 
Permutationen unter (a), (b) und (ec) aus einander entstehenden Tetraeder 
getheilt, von welchen also nur zweı gegenüber liegende nach dem gewöhn- 
lichen Sprachgebrauche spitzkantıg sein können. Von den sechserlei Drei- 
ecken jedoch, welche auf den Tetraederflächen legen, kann im Falle der 
Reduction keines stumpfwinkelig sein, weil dann von den Zahlen a, b, f, I, wu. n 
keine positiv ist, also a und b nicht kleiner als — f sind etc. 

Für die geometrische Bedeutung der Gleichungen (5.) und (6.) will 
ıch noch anführen, dass man die durch & (a) + y (6b) +2 (ve) bestimmte 
Strecke auch als die Strecke z(a) + y(b) + z(c) + t($) ansehen kann, wenn 
man entweder /=V setzt, oder x, y, z und f um ein und dieselbe Zahl ver- 
grössert oder verkleinert. Denkt man sıch die Punkte des Systems ın 
Ebenen geordnet, welche der dem oben benützten Index 3 entsprechenden 
Tetraederfläche ((d). (a)) parallel sind, so bezeichnet das oben benützte 
die Anzahl der durch diese Ebenen getrennten Schichten, welche von der 
Strecke z(a)+y(b)+2z(Ü + t(®) durchschnitten werden, als positiv nach 
der Seite zu gerechnet, auf welcher von der Tetraederfläche ((d), (a)) aus 
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das Tetraeder selbst liegt. Da 'das Analoge für «, gilt und (12) die Ent- 
fernung der einzelnen Punkte auf der Schnittlinie der Ebenen 1 und 2 be- 
zeichnet, so erkennt man die Bedeutung des Gliedes (12) u, u, und ebenso 
der übrigen Glieder der Gleichung (6.). Dieser geometrische Satz steht ım 
(Gaussischen Nachlass, Werke Bd. Il. 8. 307. 

Eine wichtige Rolle spielen im Folgenden die besonderen ım vorigen 
Abschnitt unter 7. und 8. betrachteten Fälle. Im letzteren steht (a) auf 
(20) senkrecht, im ersteren steht jede Seite des Vierseits auf ihrer Gegen- 
seite senkrecht, hat also das Tetraeder die besondere von Lagrange und 
neuerlich von Hrn. Dorchardt (Abh. d. Berliner Akad. 1865 u. 1866), Berliner 
Monatsber. Juni 1872) und Hrn. Aronecker (Berliner Monatsber. Juni 1872) be- 
handelte Eigenschaft, das grösste bei gesebenen Inhalten der Seitenflächen mög- 
liche Volumen zu haben. Analog besagt die Bedingung 8, —=N,—0, dass jede 
Fläche des Tetraeders auf ihrer Gegenfläche senkrecht steht, oder nach dem 
gewöhnlichen Sprachgebrauche, dass dıe Kantenwinkel an zwei Gegenkanten 
rechte sind, und bewirkt analog, dass das Tetraeder das grösste bei gege- 
benen Längen der vier übrigen Kanten mögliche Volumen hat. Will man 
lie gewöhnliche Gestalt der Formen nicht verlassen, und doch die Sym- 
metrie zwischen a, b, c, d nıcht verletzen, so kann man auf f die Substitution 
11 
101 


| 1 
00 


von der Determinante ? anwenden. welche nach Obigem identisch 


0 0 0 
er ı —]1 0 Ken 
ist mit dr 0 _ı- Die Vertauschung von ı und d bewirkt also nichts 
0—1—1 
— 100 
anderes, als die Anwendung der Substitution 0 0 1 auf dıe entstehende 
| 010 
Form. Diese Umwandlung ist analog der von Hrn. Borchardt (Berl. Abh. 1865 
— |] l l 
5.7) benützten, welcheauf der Anwendung der Substitution 1—1l 1 auf 
1 1 —1 


022 
die Form f,, also der adjungirten Substitution 202 auf die adjungirte 
2 20 
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Form %, beruht, und dieselbe Symmetrie herstellt in Bezug aut die oben 


‘“) 


benützten Ziffern 1, 2,3, 4. Bei der ersteren Umwandlung sind die Kanten 


\ 


(a) + (b) der Seitenflächen, bei der letzteren die Kanten (a,), (B,), (&,) eines 


(a), (b), (ec) eines Parallelepipeds durch die Diagonalen (6) + (v), (©) + (a), 


Parallelepipeds, von dessen Hauptdiagonalen eine (d,) ist, durch die drei an- 


deren Hauptdiagonalen desselben ersetzt. 


ıV. Ternäre indifferente Formen. 


a) Beziehungen zu den entsprechenden positiven Formen 


Reducirte Formen. 


Wie ın der Theorie der positiven Formen f die der negativen — f. 
so ıst auch in der Theorie der einen Art der indifferenten Formen f, welche 
ich alleın behandeln will, die der anderen — f enthalten. Die Invariante 
der Formen f soll nämlich nicht negatıv, und vorläufig auch nicht Null sein. 


a,b, 


Diese Formen / oder | .) lassen sıch dann durch eine lineare homogene 


Is hd 
Substitution von reellen, aber sonst beliebigen Coefficienten in die Form 
2°-—y’—z° verwandeln. Um die Transformation und Beduetion dieser 
Formen auf die positiver Formen zurück zu führen, stelle ich das System 
der Gleichungen 


(9.) 


&,—h, y- Sr — nl 


-1>17 
auf, in welchen 5, »,, [, &, 915 Is &a+ 779; I stetig veränderlich sein und alle 
möglichen reellen Werthe annehmen sollen. Bestimmt man durch diese 
mittels der Gleichungen (7.) sechs veränderliche Grössen a,b, c, 5, b, £ und 


j ab, c 2 IR ie 
betrachtet eine Form (_ ) oder f, welche diese Grössen als Uoetficienten 


gb, t 
hat, so wird diese Form f oder Ex +ny+ [2 + (32 + 1y+ 2) + 
Set ny— | 
cienten eine positive, ich nenne sie die der Form f entsprechende posıtive 


2)’ für alle zulässigen Werthe ihrer veränderlichen Ooeffti- 


- 
m‘) 


Form. Die Gleichungen (9.) ziehen nach sich die Gleichungen 
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— ‘) ‘) un „59 ‘ 2 32 22 rg. \ 
M— 2? —_- oA, H’—-H—- M=B, 2-—- Z— Zt, 


10.) | HZ-HA—- HA=6G, ZZE-ZA—-As=H, 
| SH-S HESS SK, 
in welchen A, B, C, G, H,K die Coefficienten der zu f adjungirten Form F 
bezeichnen. Denn die Gleichungen (9.), (10.) gehen aus denen (7.), (8.), 


welche ıch auch zusammengefasst durch 


I. f, h | & £, & | 5 / C | 

(7a.) f,b,q | — | nnYına | Sn | 

ba, c | | SG & | &, ne & | 
ARD .ektaen 


| AU EA 


=1HH, 
| 40 7 \ _ , 
| 4 /ı Z; m ) MH, Ze 


iu x 5 [3 
94.) M. RB, (5 


“s > “. u 


ausdrücke. hervor, ındem man den Grössen $,, n15> Si Ss 435 &» 15 1/15 1; 
23, #h, Z, je in beiden auf den rechten Seiten dieser Gleichungen stehen- 
den Systemen den Factor Y—1, oder je in einem derselben den — I bei- 
fügt, und es ergieht sich die Richtigkeit der Gleichungen (10.) daraus, dass 
bei dieser Umwandlung, abgesehen von der hier gleichgültigen Vorzeichen- 
änderung von Z, //, Z die zwei Systeme auf der rechten Seite der Gleichung 
(8a.) die adjungirten der entsprechenden von (7a.) bleiben, also auch das 
links ın (8a.) entstehende System das adjungirte zu dem links m (7a.) ent- 
da k h 
stehenden 45 g bleibt. Zugleich erkennt man, dass die Invariante der 
hge 
Formen f und f dieselbe ıst, ich bezeichne sıe mit /. Fügt man in einer 


der aus (8a.) entstehenden Relationen beiderseits ın der eben gebrauchten 


SS 5, 
Bedeutung noch das System 77,7 bei, so erhält man 
E 
AKH Bee ein aaa IE HZ ut. 
KBG- „Mm mı=|tHi —H, —H,|-| z, H, Z | nn ne | 
BT ee ee A RE ET 


i!-3 -31| ıvI 0 0 
= | # —-H -H|: 0yI®)N. 
E — /, — Z | 0 (0) VI 
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Von den neun hierin liegenden Gleichungen besagen drei, dass VJ-zZ 


vI-H,yvI-Z die halben Derivirten von F(&»,{) nach &>,Z{ sind. Die 
Gleichung <Z+-nH—+[Z=v]/ geht demnach über ın 

14 N E N ER 

(11.) F(&, N, EC) ud. 
Da sich ebenso Y/-&, V/-r, VI-Z als die halben Derivirten von (zZ, #, Z) 
nach £, H, Z ergeben, ıst auch 

1ı9\ m eu 

(12.) JE. Z) zum 1. 
Die unmittelbaren Beziehungen zwischen den Coefficienten von % th, F, X er- 


seben sich aus (11.) oder (12.) und den Gleichungen 





Pr a—=25°’—u, b=2r/ ie (==) Dun, 
(13.) z h e 
9—=2rnö—g, hbe2ls—h, felin—h 
oder 
2. Pe De Ro 9} 13 _ _ DM En 4 DE 5 
114.) Praake A. x ZH Bb. 6b=227 Ö, 
- S$==2//Z „. S=2Z7—H, K=27H—K. 
Es werden nämlich die sımultanen Invarıanten 
15.) Aa+Bb+Ctc+2G3+:Hh +? Kt=— / 
(16) aA +5B+c6 + 2965 +28 + 2 =—], 


wie sich auch aus dem Verschwinden der Invarianten der Formen f—+-/f und 
[— / unmittelbar ergiebt. Von der ersteren, der Determinante 8 E+ 5° »;{ 
verschwinden auch alle ersten Unterdeterminanten. Hiernach kann man aus 
(15.) noch drei der Zahlen a, b, c, 9, b, £ eliminiren. Man erhält z. B. mittels 
(aa) db +b)=(k+H, (ad gytd—=ktt (hr), 
(a+ a) (c+J=(h+h)' 
als identisch mit (15.), solange nicht a Null oder unendlich ist, 


/17\ 
(A , 


Ffa,, b)==al. 
Ebenso erhält man 


14 ) “ ° /s) " rn u 
18.) U, RS) =AU. 


\ 
a 8 y 
Gehen f und f durch die Substitution | @, 2, 7, in f' und f über, 
"2 By 73 


so ist auch f eine der Form f' entsprechende positive Form, wie schon aus 
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den angegebenen Invarianteneigenschaften folgt. Die vermittelnden Grössen 


|! , . » 
5 etc. sınd dıe schon oben angegebenen, welche auch zusammengefasst durch 


| < = $ en U U (9 nn) -1 2 - / - x 1 - [04 bj} 4 
I / 4 ! } ) ) .! ! “=! N) ‘. j} 
| — - - - ® > B » - —— 1; . [> ar 
7 Ar Aa IP AFP) EU oder | Sı Yı Sı = |sı Yı Si @ı pPı 
.! „|! “.! . . » ' ! PT} - » 
> Ssı 82  Yıyf! sa» ıs2 2 2 ıs2 Ma Sal | Ra 92 7 


ausgedrückt werden können. Die Vereinigung beider Ausdrücke giebt 


f 7 ! N e a 
ui ea lafth oe BY 
£/ ' 4 A #) b ur 
Irtg >= [? Pi j?2 |° eb gi 0ı Pı Yı 
! 4 . mr Ar m " +) Mrs 
bo « vyıyı'bac 03 Pa Y> 


und, wenn man dıe oben angegebenen Aenderungen an Sı, Yıs I Sr har Sa. 


i- _ . 


! 


ei i - -} ' ce ! ce Rh . ‘ 
welche die gleichen an 51, 7/1, I, Ss 2, £, nach sich ziehen, vornimmt, 


a Kk Mh ecıojjakhliafßy 
! ! 4 

k h I — | Mi [ ), (9a u. k b g „ 0 | 3, Yı 

| / ‚ „ Ar Ar Ar 5 ‚ ) Ay 
hgc, vyypııhgelim Pr Y: 


Das System der Endpunkte der von demselben Anfangspunkte aus- 
gehenden Strecken z(a)—+y(b) + z(e) ıst jetzt veränderlich, und zwar so. 
dass jeder Punkt desselben auf einem ihm eigenen gleichseitigen Rotations- 
hyperboloid sich bewegen kann, dessen Mittelpunkt der eben genannte 


ist. Da ın 


“. 


Antangspunkt, dessen HRotationsaxe die Axe der &,»,{ 


“» (- - 


den Gleichungen (7.) nur Verbindungen der Grössen S,, 15 Ss Sp» Ns — 
vorkommen, welche bei Drehung des Systems um diese Axe unverändert 
bleiben, so könnte man eine dieser Grössen, etwa [, constant —=(0 setzen 
und, wenn etwa @« > ıst, 5,5 als wıllkürliche Variable ansehen, zu deren 
sämmtlichen reellen Werthen dann zwei reelle, den Gleichungen { 9.) ge- 


nügende Werthsysteme der übrigen Variablen gehören. Von diesen zwei 


Werthsystemen, welche dieselben Werthe von a, b, c, 9, b, f ergeben, soll nur 


Ir 
ns 
’ 


das eine dem oberen Vorzeichen in der Gleichung 5, ı —+y]/ ent- 


se 2» 
sprechende zugelassen werden, so dass jeder Punkt auf eine der beiden 
] } ) « 
Schalen seines Hyperboloids angewiesen bleibt, wenn dasselbe ein zweischaliges 
ist. Auch von den zwei getrennten der Gleichung (11.) genügenden Werth- 


systemen &, », {© wird dann nur eines zugelassen. Wollte man ein neues 
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geometrisches Bild einführen, so könnte man S, », ZT als Coordinaten eines 
auf einer Schale eines zweischaligen Hyperboloids bewezlichen Punktes ansehen. 

Ich führe nun auch bei den ternären quadratischen Formen die 
Reduction der indifferenten auf die der positiven zurück. Ich nenne nämlich 
»orbehaltlich noch berzufügender Beschränkungen eine ındıfler nte lorm 
reducırt, wenn für ırgend ein zulässıges Werthensystem der besprochenen 
Variablen die entsprechende positive Form nach meiner Definition redueirt 
‚st. Man erhält für jede Klasse eine reducirte Form, wenn man zu einer 
beliebigen Form f derselben mittels eines beliebigen zulässigen Werthen- 
systems jener Variablen die entsprechende f bildet, und eine Substitution, 
welche geeignet ıst f in eine reducirte zu verwandeln, auf / anwendet. Man 
erhält alle reducirten Formen dieser Klasse, wenn man dasselbe für alle 
zulässigen Werthensysteme ausführt, wobei also nach dem ersten Bild bei 


50 der Yunkt S, 51, $;, alle Lagen auf der einen Schale des Hyperboloids 


1 .:>=a, oder nach dem zweiten Bild der Punkt z, ;, Z alle Lagen 


in > 2 


vyz Eu 


auf der einen Schale des Hyperboloids F(s, „, = / annımmt. 


D 


» 


b) Eckpunkte der Felder der reducirten Formen. Axen der Symmetrie. 

Diese Schalen zerfallen in Felder von der Art, dass für alle Punkte 
eines Feldes dieselbe Form f reducirt ist, während an den Grenzen ver- 
änderliche Coefficienten 3, b, f, (', m’, n dieser Form gleich Null sind. Da 
es nur auf die Art des Zusammenhanges dieser Felder ankommt, welche 
unverändert bleibt, wenn anstatt f irgend eine äquivalente Form zu Grunde 
selest wırd, so kann man auch jeweilig andere äquivalente Formen, am 
einfachsten diejenigen zu Grunde legen, deren entsprechende positive Formen 
selbst reducirt sind und die ich auch selbst mit f bezeichne. Ich schliesse 
jedoch den Fall, dass eine der Zahlen «, b, c, d, A,B, © oder D=F(1,1,1) 
sleich Null würde, vorläufig aus. Zur Erkennung der Felder braucht 
man nun bioss ihre Grenzlinien und zur Erkennung der Grenzlinien 
nur die Endpunkte, nämlich die Durchschnittspunkte je zweier der- 


selben, zu betrachten, denn von einer in sich zurücklaufenden Linie 


kann kein Feld begrenzt sein, da, wenn diese z. B. die Linie f= 0 
dF(E,n,{) 
dz 


Es müsste also C<O sein, und ginge die Gleichung (11.) in die (4.) über, 


wäre, an zwei Punkten derselben oder Z verschwinden müsste. 
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welche doch mit f = 0 nicht zwei reelle Lösungen zulässt. Die zu betrach- 
tenden Punkte sind nun von zweierlei wesentlich verschiedenen Arten, je 
' TRCH BETEN: I8 bh fl 
nachdem die zwei verschwindenden Üoetficienten in dem System 1 ' 

. mn 
in einer Verticallinie stehen oder nicht. In dem Punkte b = m = 0 z. B. stos- 


sen entsprechend dem oben Seite 172 unter 7. Betrachteten drei Felder von der 


—110 0 
Art zusammen, dass dureh die Substitution —101 0 die entsprechen- 
001-1} 


den positiven Formen ceyklisch in einander übergehen. Als Grenzlinien 
zwischen den drei Feldern gehen vom Punkt h=m==0 die Linien b = 0. 
b=m und m=0 aus, so, dass jede dieser Linien nur auf einer Seite des 
Punktes Bedeutung hat. Weil sich demnach in einem solchen Punkt eine 
Linie in zwei spaltet, nenne ich ihn einen Spaltungspunkt. Die Bedingung, 
das W=m'=0 werden kann, während f reducirt ist, drückt sich über- 


m 


sichtlich durch die Bedingung aus, dass ın einer Form f, aus welcher f 


109 0 —]1 
durch die Substitution | 00 —1 l hervorgeht, a=b==f, also 
11 0 (0) 


jd& a et pr e C IN cN en. Br +26G (+9) 
—nN Ten 


+2Ht+W)+2Kt+- WM) =2I1 


werden kann, während f nicht negativ und nicht grösser als a, b oder ı 





ıst, oder also dass, wenn man a—& b—f, c—f, oder 


g—h G——=K Ku v— 
(4 DRE, ) hrk—a—g, (/ er NP ykrg—b u. A 


+9 f N 
k— o)(k—h 
(A - pz rg ee ak 
mit A, u,» bezeichnet, AA+-B" +Cr + Df= — / und i, », vr, f nıcht 


negatıv sind. Eine wirkliche Auflösung dieser Gleichung vierten Grades 
nach F ıst niemals nothwendig, und selbst die Frage nach der Existenz 
reeller Wurzeln innerhalb gewisser Grenzen eriedigt sich, so weit nöthıg. 
von selbst bei den folgenden Betrachtungen. In dem Punkte b=t=!t 


. ” | 
dagegen stossen sechs Felder zusammen, deren reducirte Formen ent- 


sprechend dem oben unter 8. Betrachteten durch dıe Substitution 
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2 00 
N“ 


0 01. eyklisch aus einander hervorgehen und in derselben evklischen 
0—11 

Reihenfolge von einander getrennt sind durch die Linien b=V, b + =, 
f=0 und ıhre rückwärts gehenden Verlängerungen. Ich nenne solche 


Punkte Kreuzungspunkte. Die Gleichung (17.) mit b=f=0 ersgıebt 


2 3] d N 
a h? 
(19.) a=y- pP b = — I —=— 
e 1 + 
a A N \ 
a Es 
nr a G—0 / 
h? 2 A i hl | A 
a — —(c = ‚99 —j=- 
A ) / da ne 71 24 dl 
r| At a | xl a-+ | a a | 1 
woraus, wie auch mittels 9 = X = 0 aus der Gleichung (18.), auch 
A 
ä Kg: —cI—BV 1 
Yu | ; I. Y — — —B= a etc. 
a u ‚/A 
A+V—1 A+YV—1 
dd dI 


werden. Damit diese Werthe reell sind, ıst nur nöthig, dass @ und A die- 

selben Vorzeichen haben, und, wenn dieses das negative ist, so ıst, damit 

auch 5, », £ reell werden, ausserdem noch nöthig, dass aA <</ ıst, eine 

Bedingung, welche bei positivem A von selbst erfüllt ist, wie aus 
I!’=aA+kiK+AN=aA — (bH —2ghk— ch”), 

worin die in der Klammer stehende binäre quadratische Form dann eine 

negative ist, hervorgeht. Eine wirkliche Berechnung der Wurzel ıst auch 


hier niemals nöthig, sondern nur bisweilen eine Prüfung, ob sıe gewisse 


\ . . . . I, b. ( . . . . 
(srenzen erreicht oder nicht. Die Form | 2 0) ıst nun. wie leicht ersicht- 
J> Pd, 
10 0 


lich, entweder selbst reducirt, oder geht durch eine Substitution 0 ?, 7, 


wer 
PS 798\ 


in eine reducirte über, je nachdem die binäre Form (b, 9, c) selbst reducırt 


a 
_ 


ıst, oder durch eine Substitution # "in eine reducirte übergeht. An 
FB 73 


die Stelle von (b, g, €) treten im Falle der Reduction in den übrigen ter- 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII Heft 2 u. 3. 24 
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nären Formen, welche für die in dem Kreuzungspunkt zusammenstossenden 
Felder reducirt sind, die durch eyklische Vertauschung der drei äusseren 
N ee ia 

Ooetficienten und die Substitution gg, (b, 9, ©) hervorgehenden 
binären Formen. Durch jedes System ganzer Üoefficienten «, «,, a, 4, u, vr, 
welche den Bedingungen 

l=eoi+0u—+0rvr und <f(e, 0,6%) F(G,u,v)<I 

genügen, Ist ein und nur ein Kreuzungspunkt bestimmt. Auf die 
Autsuchung aller Kreuzungspunkte lässt sich nun die Frage nach der 
Aneinanderfügung der Felder zurückführen. Es ıst zwar möglich, dass 
ein Feld keinen solchen Punkt, sondern nur Spaltungspunkte auf seinen 


Grenzen hat, ob aber je ein Stück, oder je zwei Stücke zweier Linien wie 


b=0 und m=0 die Begrenzung dieses Feldes bilden, immer wird für 
die benachbarten Felder nur die Line bh — m= 0 von Wichtigkeit sein. 


Diese Felder verhalten sıch dann ebenso, als wenn die bezüglichen Zweige 
der Linie b — m = 0 durch die Linien bh = 0 und m = 0 nicht unterbrochen 
worden wären. 

Besonders sind noch die Ausnahmefälle zu betrachten, in welchen 
dem oben in IIl. b) unter 9. Behandelten entsprechend, mehrere der betrach- 
teten Punkte zusammenfallen. Es sei in einem Punkt aeh=f=0, und 
sei der Symmetrie wegen in keinem der sechs durch die Linien g=0, 


—(, f=0 getrennten Flächenstücke das Vorzeichen von 9, b und f das- 


l 0 (0) 
selbe, was nöthigenfalls durch Anwendung einer der Substitutionen 0 —1 0, 
0 0 — 1] 
MUT u 3° 
Pr: TE 0 —10 herbeigeführt werden kann. Man denke sich 
0 0 01| | 
dann eine der drei Linien el, Hd oder = 0 unendlich wenig so 


verschoben, dass ein unendlich kleines Dreieck entsteht, innerhalb dessen 
a, b und f negatıv, f reducirt ist. Die drei Eckpunkte dieses Dreieckes 
sind dann Kreuzungspunkte. Von den je sechs Feldern, welche um dieselben 
herumliegen, gehört das Dreieck selbst allen drei Punkten, gehören die an 


den Dreiecksseiten anliegenden je zwei Punkten an. Die zwei Linien g+b=0 


und a-+f=0, welche das an der Dreiecksseite 49 0 anliegende Flächen- 
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10 () | 
stück begrenzen, in welchem die durch die Substitution 10—1 0 aus 
0) ] Fe 
f hervorgehende Form redueirt ist, treffen sich nm einem Spaltungspunkt, 
und haben dort als gemeinsame Fortsetzung die Linie b—=f. Auch dieses 
Feld wird unendlich klein. Da für b und f dasselbe wie für g gilt, so er- 
kennt man, dass, wenn man die Punkte wıeder zusammen fallen lässt, und 
die in einen Punkt degenerirenden Felder nicht berücksichtigt, um den 
Punkt a=h=f=0 herum neun Felder liegen, welche von einander ge- 
trennt werden durch die je nach beiden Seiten des Punktes gehenden Linien 


—0,6b=0,f=0 und die Linien b=f, f=a, a=b je auf der Seite 
g Eu 


des Punktes, auf welcher bezüglich b und F, £ und 9, 9 und b negativ sind. 
Auf den Punkt seibst beschränken sich auch die Felder der drei noch 
übrigen von den 16 wesentlich verschiedenen für den Punkt reducirten 

ee en, 1 hi ©: 0: 


Formen, welche durch die Substitutionen i-1060.-0,10-1 6 1 
v 01 —|] . ı — | ( 
—10 ] 0 
und 01 0-— 1 aus f hervorgehen. 
00 —]1 | 
Fallen zweı der Grenzlinien in eine zusammen, z. B., wenn g = h==0 ıst, 


die 9=0 und h==0 ın die [==(), so wird dıe der Form f vorgeschriebene Bedin- 


gung auch von der numerisch mit ıhr übereinstimmenden aus ıhr durch die Sub- 


— ] 00 
stitution 0 — 1 0| hervorgehenden Form erfüllt, es degeneriren von den neun 
0 01 


sonst endlichen Feldern vier ın die Linie T[=0, mit welcher auch die 
Linien 9+5b=0 und 93—bh==0 zusammenfallen. Es bleiben auf der posi- 


tiven Seite der Linie f=0 die Felder der zwei numerisch mit einander 


+1 0 0 
übereinstimmenden durch die Substitutionen 0 +1 0 aus / hervorgehen- 
0 °0—] 


den Formen, auf der negatıven Seite zunächst beiderseits die Felder der, 
zwei numerisch mit einander übereinstimmenden dureh die Substitution 


=:ı10 0zF1 
0 +1>+1 0 aus f hervorgehenden Formen. Je die andere durch den 
009 1—I1 

t | 


24* 
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Punkt gehende Grenzlinie dieser beiden Felder st + b—f=0 oder 


+g9—f=0, je nachdem der absolute Werth von ») grösser oder kleiner 

ist als der von &. Die numerisch mit einander übereinstimmenden Formen 

der beiderseits folgenden und bis zur Linie {=0 reichenden Felder gehen 
+1 002] 

also aus / entweder durch die Substitutionen 0 #10 +1, oder durch die 


0—11 0 
| er 00 £11! 
Substitutionen 0 +10 +1. hervor. Je nur das eine dieser beiden Felder 
— ] 01 


wäre im allgemeineren Falle endlich, das andere ın den Punkt degenerirt 

oewesen. Auf diesen Punkt beschränkt bleiben die Felder der zwei durch 
1 ) ee 

die Substitutionen 01 +1 0) aus f hervorgehenden Formen, die der 
u we 

acht übrigen Formen degeneriren in die Linie [=0, und zwar vier, deren 

Formen hier genannt worden sind, auf der negativen, vier auf der positiven 

Seite der Linie £=0. Letzteres lässt sich auch daraus erkennen, dass 

jeder Punkt der Linie £=0 die Eigenschaften eines Kreuzungspunktes hat, 

wobei die drei sich kreuzenden Linien ın eine zusammenfallen, also vier 


der sechs Felder in diese Linie degeneriren und die Formen der zwei an- 


— ] 00 
liegenden Felder durch die Substitution 0 — 10 ın einander übergeführt 
0 01 


werden können. 

Da die Formen der zunächst auf beiden Seiten der Linie [=0 gelegenen 
Felder numeriseh mit einander übereinstimmen, und durch die Form eines Fel- 
des die Formen aller benachbarten Felder eindeutig bestimmt sind, so bildet 
diese Linie gewissermassen eine Axe der Symmetrie, auf deren beiden Seiten 
auch in weiterer Entfernung die Eintbeilung in Felder die gleiche ist, sodass 
man. um alle Felder zu erkennen, diese Linie nıcht zu überschreiten braucht. 
Von dieser Art sind ın der Fig. 1, Taf. I!l, welche die Eintheilung in 
Felder für eine Klasse sanzzahliger Formen von der Invariante 60 darstellt, 
vier von den sechs äusseren Grenzlinien. Es sind daselbst nur diejenigen 
Formen, deren Felder eine endliche Ausdehnung haben, und zwar ins Innere 


derselben eingeschrieben. Die an den Grenzlinien stehenden Buchstaben 
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bezeichnen diejenigen veränderlichen Grössen, welche an denselben «leich 
Null werden‘ wobei die Bezeichnung immer in Bezug auf die Form zewählt 
ist. in deren Feld der Buchstabe steht. Bei jeder dieser Formen ist, um im 
Einzelnen alle Willkür auszuschliessen, die Reihenfolge der Coeftieienten 
a,b, ec, d so gewählt, dass sıe eine abnehmende Reihe bilden und auch von 
den Coefficienten 9, h, k, /, m, n je der erste noch nicht bestimmte möglichst 
oross wird. Bei den ım Text angegebenen Substitutionen dagegen. bei 
welchen den verschiedenen Grenzlinien eines Feldes entsprechend verschie- 
dene Reihenfolgen der «a, db, c, d wünschenswerth wären, ist anzenommen. 


dass diese Reihenfolgen erst beiderseits, wenn nöthig, geändert worden sind. 


Kommt zu den letztbetrachteten Bedineunsen g= h=0 noch die 
kE—=(. und ıst 7 der Null werdende Factor von 4 sodass einer der zwei 
Aeste der Linie a=—=V mit b=0U, der andere mit f=—= U zusammenfällt. so 


werden die der Form f vorgeschriebenen Bedingungen von vier numerisch 


mit einander übereinstimmenden Formen erfüllt, welche auseinander durch 


] () (0) 1 1) () — 1 )U 
die Snbstitutionen 0 — 1 47 0) 1 0'. O0 — 1 0 hervorgehen. und 
() Du ] nd 0 0] 


deren Felder in Systeme je zweier Linien degeneriren, nämlich je eines 
Stückes der Linie [=0 und eines Stückes der Linie „=0. Endliche 
Ausdehnung erhalten nur die vier zwischen den je zweı ebengenannten 
Linienstücken enthaltenen Felder, deren ım Wesentlichen numerisch mit 


einander übereinstimmende Formen aus den vier soeben besprochenen durch 


100 —1 
die Substitution | 010 —1, hervorgehen. Von solcher Art smd drei deı 
I—101 0 
äusseren Ecken meiner Fig. 1. 
Wird dagegen, ohne dass k = 0 ist, im Falle g = h = 0 die Linie [= 0 
von der Linie „ = 0, dem anderen Aste der Linie g= 0 geschnitten, so gehen 


die Formen zweier durch die Linie [=0 getrennter Felder durch die Substitution 


— ] 00] 
0 —101! in die zweier anderer über. welche bis dahin ın diese Linie 
I— ] 010 


degenerirt waren. Solche Punkte liegen auf der rechten und am unteren 


Ende der linken Grenzlinie der Fig, 1. 


Durch die oben unter III. b) besprochenen Substitutionen gehen nıcht 
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nur reducirte positive, sondern beliebige ternäre quadratische Formen in 
sich selbst über, wenn sıe die angegebenen Bedingungen erfüllen, und es 
können auch von indiflerenten Formen alle diese Bedingungen erfüllt wer- 
den ausser denjenigen, welche für z oder den Werth 24 geben. Sind 
die dort unter I. bıs 4. angegebenen Bedingungen bei reducirten indifferen- 
ten Formen erfüllt, so findet ın den Grenzlinien ıhrer Felder eine z-theilige 
Symmetrie statt und ın Folge dessen auch in der ganzen Anordnung der 


zunächst und weiterhin benachbarten Felder. Zu dem Falle 1. a=b, y= Äh, 
—1 2 —5 2 | 


’ ” R —1-—3 2 
/= m gehören in der Fıg. 1 die Formen 9 g | und 
— 12 
— |] 2— 2 1| 
—1l1— 2 1 ’ OR “ Br; 
12 16° Die Axe der zweitheiligen Symmetrie ist durch die 
— v4 ) _ 
| — 18 


punktirte Linie angedeutet. Zu dem Falle 2. a=b, c=d,gy=I,h=m 
—1—2—]1 4 
r m - 1 u . 2 ER 
gehört die Form | 906 der Fig. 1. Sind die unter 6. bis 9. 
— 9 


angegebenen Bedingungen bei redueirten indifferenten Formen erfüllt, so 


können auch bestimmte Grenzlinien selbst als Axen der Symmetrie auftre- 
3-5 —1 


er 
ten. Zu dem Falle 6. gehört die Form | _9 
| 


wN 


2 


der Fig. 1, ın 


an) © 


welcher n=0,m==/!, also nach Analogie des Falles = 0, h=n die 


Zahl = 2z=2 ist, und die Form 


BEeR Zr Br! 
N ER ie a ee 
_9 go) In welcher n=0,m=1,9=h, also nach Analogie des 

— 6 





Falls g=0, h=n,k=m die Zahl A=2z=4 ist, ferner die Formen 
u 3 1 13 1—3 —| 

| —2 0 H) — 2 0 
| 
| 


und für welche = 2z=2 ıst. Zu 
wer 3 6 9. / Z ıst Z 





ir —) 
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m . m > l ( 2 0 | 
dem Falle 7. gehören die Formen . und 
- = 8 ER 
FR. _9 
für welche beide =2 ist, die erste stimmt nach geeigneter Aenderung der 


Reihenfolge der a, b, c, d mit sich selbst überein, die zweite mit einer 


dritten, deren Feld mit denen der beiden ersten einen Spaltungspunkt ge- 


mein hat. Die Fälle 8. g=h=0, zu welchen für =4 die Form 
— ] 2— 1 0 
—1— |] 0 
18% gehört, und 9. g=h=k=0 wurden schon oben be- 
20 
sprochen. 


Hiermit sind die Fälle erschöpft, ın welchen zweı numerisch mit ein- 
ander übereinstimmende Formen demselben Feld oder zwei längs einer Linie 


aneinander srenzenden Feldern angehören können. 


c) Auffindung der Felder. 


Um von einem Kreuzungspunkte bB=f=0 aus die übrigen desselben 
Feldes zu finden, sehe man zunächst zu, ob die Kreuzungspunkte b=|—0. 
b=g9=0, b=n=0( vorkommen, was erfordert, dass bezüglich @ und 
cd—n’, ce und ab — k*, ce und ad —T dieselben Vorzeichen und, wenn 
sie negativ sind, ein die Invariante nıcht überschreitendes Product haben, 
und dass die nach (19.) zu bildenden binären Formen (cn, d). (a, f, b), 
(a, {, d) bezüglich reducirt sind. Von den wirklich vorkommenden Kreuzungs- 
punkten kann mit b=f==0 auf demselben Aste der Linie b= 0 höchstens 
einer liegen, als welchen ıch nur den Punkt b=g==0 betrachten will, da 
im Vorliegenden bei den beiden anderen dasselbe gelten würde. Denn die 
zwei Linien b=0, = 0 können nach (19.) nıcht mehr als einen reellen 
Durchschnittspunkt haben, und, wenn der zu betrachtende Ast der Linie 
b=0 bei einem solchen Punkt in Theile der Hyperboloidsschale eingetreten 
ist, in welchen 9>0 ist, könnte er nur durch einen zweiten wieder in 
Theile eintreten, in welchen 9<0 ıst. Alle auf einem Aste der Linie b=0 


selesenen Punkte unterscheiden sich von den auf dem anderen gelegenen 


ım Falle, dass eine Schale des Hyperboloids (11.) von zweı Schalen des 
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Hyperboloids 25T = h geschnitten wird, wenn nämlich B positiv, also « 
und c negatıv sind, durch die Vorzeichen von & und £, im Falle, dass eine 
Schale des Hyperboloids (11.) zwar nur von einer Schale des Hyperboloids 
-— h, aber in zwei Äesten geschnitten wird, wenn nämlich B, @ und c 
negativ sind, durch die Vorzeichen von 7. Bei verschiedenen Vorzeichen 
von a und ce hat die Linie h=0 überhaupt nur einen Ast, sind beide posi- 
tıv, so kann diese Linie, wie aus (17.) ersichtlich, gar nicht vorkommen. 
Erfüllt der Punkt b=a=0 ın Vergleich mit dem b=f=0 die ange- 
sebenen Bedingungen, so ıst er als der auf diesen folgende Kreuzungspunkt 
zu betrachten, und ist die Linie 9=0 ebenso zu untersuchen, wie bisher 
und ım Folgenden dıe Linie b=0. Ob nämlich die Linie b= 0 zwischen 
den zwei betrachteten Kreuzungspunkten von der Linie m=0 geschnitten 
wird, zwei oder vier mal, kann oanz unbeachtet bleiben. Denn die Linie 
n==(0 kann von keiner der übrigen Linien 93=0, f=0, I=( oder n = ( 
mehr als einmal geschnitten werden. Ein Ast derselben, welcher das Feld 
von f an Punkten der Linie b==0 betritt und verlässt, an welchen also 
4, f, I, ıı negativ sind, kann demnach zwischen den zwei Schnittpunkten von 
keiner jener vier Linien geschnitten werden, wird also allein oder zusammen mit 
dem andern Ast aus dem angenommenen Felde von f nur ein Stück aus- 
schneiden, welches keine Kreuzungspunkte auf seiner Grenze enthält, also 
unbeachtet bleiben kann. Treten durch das erstbetrachtete Stück der Linie 
h=0 zwei Aeste der Linie m=0 ein, welche auch andere Grenzlinien 
schneiden, so kann man die Durchschnittspunkte der zwei Aeste bis zur 
Berührung an einander geschoben, dann die auf je einer Seite der Linie bh = 0 
velegenen Stücke mit einander verbunden und von der Linie b =0 abgelöst 
denken, wodurch ebenfalls an der Lagerung der Felder nichts Wesentliches 
geändert wird, nur die zwei getrennten Felder veremigt werden, das zu- 
sammenhängende sıe trennende Feld aber selbst in zwei Theile getrennt wird. 
Liegt aber mit dem Punkte b=f=0 auf demselben Aste der Linie 

h= 0 kein Kreuzungspunkt, für welchen f reducirt ist, so endigt diese Linie 
in einem Spaltungspunkt, wobei es wieder he ist, ob sie von der 
Linie m=0 ein oder drei mal geschnitten wird. Die Fortsetzung der 
Grenze des Feldes von / wird also ein Ast der Linie m=0. Trägt der- 


selbe keinen Kreuzungspunkt, so vereinigt er nur zwei Aeste der Linie 
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h= 0, welche man dann behandeln kann, als wenn sie in unmittelbarem 
Zusammenhange ständen. Trägt derselbe aber einen Kreuzungspunkt, so 
ist von diesem wie vom Punkte bh =f==0 aus zu verfahren. Eine Schwierie- 
keit tritt nur dann auf, wenn es zweı Aeste der Linie b=0 und zwei der 
Linie m=0 giebt, deren jeder einen und nur einen Kreuzungspunkt trägt. 
indem dann fraglıch ıst, wie die letzteren sich mit den ersteren paaren. Die 
Entscheidung könnte man erlangen aus der Betrachtung der schon oben an- 
segebenen zwischen den zwei Aesten der Linie b=0 verlaufenden Linien 
e=0 und {=0 oder 7=0 und ihren Durchschnittspunkten mit der 
Linie m=0(, von welchen, wenn sıe reell sind, zu entscheiden wäre, auf 
welchen Aesten der Linie m=0 sie liegen. Je nachdem in einem solchen 
Punkte f reducırt ıst oder nicht, liegt er zwischen dem Kreuzungspunkte 
und Spaltungspunkte des bezüglıchen Astes der Linie m=0 oder nicht. 
Da jedoch auf die Form f immer dieselbe Substitution angewendet werden 
muss, um die Form f’ des durch die Linie b=0 von ihrem Felde zetrenn- 
ten Feldes zu erhalten, so hat die Form f’, wenn Stücke zweier Aeste der 
Linie b=0 Theile der Grenze sınd, zwei getrennte Felder. Denkt man 
sich die zwei fraglichen Spaltungspunkte einander bis zur Berührung ve- 
nähert, die zwei Zweige der Linie b=0 mit einander, die zwei der Linie 
m=( mit einander verbunden und dann die erstere von der letzteren los- 
gelöst, so sind dadurch die zwei getrennten Felder der Form f’ vereinigt, das 
Feld der Form / aber in zwei getrennt, während sich für dıe übrigen Grenz- 
linien nichts ändert. Man kann also, so oft genau zwei Kreuzungspunkte 
auf b=0 vorhanden sınd, einfach verfahren, als wenn sıe demselben Aste 
dieser Linie angehörten. Wenn alle vorhandenen und wie die besprochenen 
aufzufindenden Kreuzungspunkte des Feldes oder der Felder einer Form er- 
schöpft sind, so muss von selbst sich die letzte an die erste Grenzlinie 
wieder anschliessen. 

Anstatt zu den Feldern alle Grenzlinıen, kann man auch zu den 
Grenzlinien alle anliegenden Felder bestimmen. Oflenbar beginnt und endigt 
bei dem besprochenen Verfahren jede Grenzlinie in einem Spaltungspunkt 
und geht durch einen oder mehrere Kreuzungspunkte hindurch. Durch un- 


endlich viele Kreuzungspunkte ins Unendliehe kann eine Linie b==0 nur 


gehen, wenn Ah und eine der Zahlen g, A, /,n gleich Null ist. 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 2 u. 3. 
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Anstatt auf die Reduction der Formen f hätte sich auch auf die der 


Formen X die Eintheilung der Hyperboloidsschale in Felder gründen lassen. 
Die Kreuzungspunkte beider Eintheilungen fallen zusammen, an anderen 
Punkten können sich die beiderlei Grenzlinien nicht schneiden. Theile jedes 
Feldes des einen Systems können (den Feldern dreier Formen des andern 
Systems angehören. Ist die Eintheilung des einen Systems gefunden, so 
ergiebt sich die des andern von selbst, indem die von einem Kreuzungs- 
punkte ausgehenden sechs Grenzlinien des einen je zwischen zwei der sechs 
des anderen liegen. Einige der Grenzlinien des zweiten, das adjungirte zu 
nennenden Systems sind zu einem später zu besprechenden Zwecke, wegen 
dessen auch einige der gewöhnlichen Linien stärker aufgetragen sınd, als 
veschlängelte Linien ın die Figur 1 eingezeichnet. 

Wie sich bei den binären Formen diejenigen, (durch welche die Null 
rational darstellbar ist, deren Invariante also bei rationalen Coefficienten 
eine negative Quadratzahl ıst, von den übrigen dadurch unterscheiden, dass 
hei den ersteren auf dem Hyperbelaste die Intervalle gewisser Formen ins 
Unendliehe reichen, bei den letzteren nicht, so unterscheiden sıch dıe ter- 
nären Formen, durch welche die Null rational darstellbar ıst, für deren 
Uriterien ıch auf Disquisitiones arıthmeticae art. 299 verweise, von den 
übrigen dadurch, «ass bei (den ersteren die Felder gewisser Formen 
ıns Unendliche reichen, bei den letzteren nicht. Da beı letzteren keine der 
Zahlen a, &, c, d unendlich klein werden kann, so darf natürlich bei Erhal- 
tung der Reduetionsbedingungen auch keine unendlich gross werden. Dass 
es nur eine endliche Anzahl reducirter, ganzzahliger Formen von einer ge- 
vebenen Invarlante, um so mehr also nur eine endliche Anzahl von einer 


Klasse geben kann, folgt aus der Endlichkeit der Anzahl ganzzahlıger Werth- 





systeme der a,b, c,g, h, k, für welche die nach (19.) oder mittels & —= 0 
sebildete Form f reducırt ıst. Diese Endlichkeit ergiebt sich für @ und A 
aus 0O<ZaA</, dann, wenn 5 und e negatıv sind, für db, e, g, h, k aus den 
Reduetionsbedingungen für (b, a, c), wenn 5b und e verschiedene Vorzeichen 
haben, für d,c,g aus A=be— g, für Ah und k aus den Reduetionsbedin- 
sungen für (b, 9, 6). Sind b und e positiv, so sind B und © negativ, also 
B.C,6@,H,K und folglich auch b, ce. 9, h, k begrenzt. 


Wenn man also die geschilderte Entwicklung der Felder hinreichend 
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weit fortsetzt, so kann man, während die Anzahl derselben noch endlich ist. ' 
immer dahin gelangen, dass jedes neu hinzukommende Feld nur eine Wieder- 
holung eines schon vorhandenen, also die ganze weitere Entwicklung imme: 
eine unendlich ofte Wiederholung der schon durchgeführten ist. Auch Axen 
der Symmetrie wie die oben geschilderten braucht man bei der ersten Eunt- 
wicklung nicht zu überschreiten. Jede solche Axe ist offenbar nach ıhıre: 
beiden Richtungen unbegrenzt. da aus der an einer Stelle stattfindenden 
Symmetrie ihrer zwei Seiten von selbst die Fortsetzung dieser Symmetrie 
folgt. Bei dem ın der schon erwähnten Fig. 1 durchgeführten Beispiel sind 
alle Grenzen des entwickelten Systems von Feldern solche Axen der Sym- 
metrie. An ıhren Durchschnittspunkten findet bei «diesem Beispiele vierfache 
Symmetrie statt, was durch die gewählten rechten Winkel angedeutet 
werden soll. 

Durch das Bisherige ıst bereits die Möglichkeit gezeigt, für jede ge- 
sebene Form die in der Einleitung gesteliten Aufgaben zu lösen, indem 
natürlich jedem Felde, dessen Form mit / numerisch übereinstimmt, eine 
Substitution von f ın sich selbst entspricht, welche durch die einzelnen 
Substitutionen gefunden werden kann, durch welche die Form je eines Fel- 
des ın die eines benachbarten übergeht. Es bleibt noch übrig, die sehr be- 
trächtlichen Vereinfachungen zu besprechen, welche durch Zusammentassen 
der Felder, ın deren Formen « oder A dasselbe ist, analog dem Zusammen- 
fassen der Intervalle zu Strecken bei den binären Formen entstehen, und 


allsemeine Eigenschaften der Resultate hervorzuheben. 


d) Zusammenfassung der Kreuzungspunkte in Gebiete. Unmittelbare 
Entwicklung dieser Gebiete. 

Wenn bei irgend einem zulässigen Werthensystem Ss, », £ der Kreu- 
zungspunkt h=f=0U vorkommen, also die gerade Linie (a) auf der Ebene 
(XD senkresht stehen kann, so lässt sich die Gesammtheit der geraden Linien, 
welche auf die Ebene (XI) senkrecht zu stehen kommen können, durch 
(F(l,o,,«,)) oder (a)—+ a, (d)—+ «, (Ü) ausdrücken, wenn «,, @ diejenigen 
sanzen Zahlen bezeichnen, mittels deren /(l,«,,0,) das Vorzeichen von A 
erhält, und nicht, wie bei negativem Werthe von A möglich wäre, mit A 


ein die Invariante / überschreitendes Product giebt. Lässt man vom An- 


a.) 
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fangspunkte der Linie (x) die sämmtlichen auch ihrer Länge nach als Functionen 
von &, rn, C bestimmten Linien (d)—+ «a, (6) + a; (d), also vom Endpunkte 
der Linie (a) die Linien «, (b) + «3; (t) ausgehen, so liegen die Endpunkte 
dieser sämmtlichen Linien in einer Ebene (!) und, wenn A>>0 ist, ım 
Innern einer bestimmten Ellıpse, wenn A << ıst, zwischen einer bestimmten 
Hyperbel und ihren Asymptoten, wie die bezüglichen Bedingungen 


I </(l,«,,@) oder 


/ “ K H 
Fo A (b, 9, €) (ei ER A’ oc Baal A) 
und 
E. I 
— 1>/(1,o,, %) >{T 
oder 
/ K H, 
ne 1> (b, 9; c) (&i in 1) 
zeigen. Diejenigen Formen, durch welche die Null dargestellt werden kann, 


schliesse ich auch hier vorläufig aus. Das besondere Werthensystem der 
Variablen $, ,, [, bei welchem eine Linie (f (l,«,, «)) auf (N) senkrecht 


steht, also die Lage des bezüglichen Kreuzungspunktes auf der Hyperboloids- 





100 
schale F(&, », = 4, ıst, wie die Anwendung der Substitution |«, 10 
0,01} 
“ ai ıgt, besti lurch die Gleichung 
oder ihrer adjungirten zeigt, bestimmt durch die Gleichungen 
b+9mn tina =f+tbe, +90 oder 8 — Mau, —=ıN A c. —=L0. 


Die Elimination von «, und o, aus den angegebenen Bedingungen ergiebt, 


wenn A >0 ist, W</OLNR,H) oder mittels der Gleichung (18) W<AZL, 


ae = a I ö 
so SF AT AL u er AR er: FF — Al — we also 
un L£ 


A—+F-AI/I=22°>0. Die sämmtlichen solchen Kreuzungspunkte liegen 
also im ersten Falle auf einem durch eine Ebene abgeschnittenen von einer 
Ellipse begrenzten endlichen, ım zweiten Falle auf einem zwischen zwei 
Ebenen enthaltenen von zwei Hyperbelästen begrenzten unendlichen Stück 
der Hyperboloidsschale. Ihre Anzahl ist ım ersten Falle offenbar endlich, 
im zweiten aber unendlich gross ın der Art, dass eine endliche Anzahl von 


Zahlwerthen /(1, o,, «;) sich für unendlich viele Werthsysteme «;, &; wieder- 


holt. Unendlich viele Wiederholungen des Werthes a selbst. aus deren 
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jeder sich auch eine Wiederholung der übrigen Werthe ergiebt, erhält man 


+-10 0 
nämlich dadurch, dass man auf / zunächst Substitutionen 08, y,| von 
0 B, 7, 


der Determinante 1 anwendet, durch welche (d,g,c) in sich selbst über- 


100 

seht, und dann Substitutionen ‚3 10 , durch welche, wenn unabhängig von 
4} 
‘ 


dem obigen Zeichen + die Zahle=+1 ist, eh und ek an die Stellen 
von h und k, also auch <eH und eK an die Stellen von H und K treten. 


Ist s der grösste gemeinsame Divisor von b,g,c, und so der von b, 2g,e, 


a A , ne. 
st +, W"=- 0° und sind 


/ ) nn en u — 


[?1 2. ei 


so wird aus den Gleichungen 


:K=— Hy, +K,,— AP; :H=HRA, — Ka, — Ay 


” ‘ 
1-3 —y 
welche die Anwendung der adjungirten Substitution = 0 3 —?,) auf F 
| Ban :$ 
ergiebt, 
.;,% Ahu t Aku 
RE TER FOR: j REED. Se 4 
A, —=K(- €) A9 B- e) + = 
Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind, wenn s= 1 ıst und das obere 


Vorzeiehen benützt wird, also (t — 6) (t—+ oJ) (mod. A) ist, für einen 
der beiden Werthe von & durch A immer theilbar, wenn dasselbe Primzahl 
oder Potenz einer ungeraden Primzahl ıst, aber auch ausserdem und beı Be- 


.. ® . ® 4 71 } — A 
nützung beider Vorzeichen ımmer dann, wenn — —+ das Quadrat 


oO 50 
eines ähnlichen Ausdruckes ıst. Bei grösseren Werthen von s hängt es von 


den Werthen von h und kab, dıe wie vielte Potenz eines ähnlichen Ausdruckes 


f Be " . . rn . ° . » 
Adam.» sein muss, damıt diese Theilbarkeıt ebenfalls stattfindet. 

0 s0 

Jedenfalls reichen hierzu die Quadrate derjenigen Potenzen hın, welche 

— T+-UV-A sind, wenn 7 +-AU’=+-1 ıst. 


Für die besprochenen ÄAreuzungspunkte gebrauche ich nun, wenn ihre 


Anzahl grösser als eins und AA = F (i, uw, ») der specielle Werth von A ıst, den 


x 


Ausdruck: sıe lvegen im Gebiete von A == A,. oder A= F (4, tt, V). Den 
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Punkt, =f=V0 selbst, welchem also eine auf (N) senkrechte Stellung 


2 a 
von (u)==(i(e,r,,e,)) entspricht, bezeichne vıch als den Punkt 2 worin 
1 


auch nöthrgenfalls a, und A, durch f (oe, a,,0s) und F(i,u,r) zu ersetzen 
‚(i,&,,0, j ® \ 
e- ) den ın der Ebene (1) gelegenen Endpunk- 


ten der von demselben Antangspunkte ausgehenden Geraden «, (b)—+ vs (v) 


sınd. Wie die Punkte‘ 


entsprechen, so entsprechen den diese Punkte verbindenden geraden Linien 


(b), (©), allgemein p(b)—+ 49 (ec) oder ((b, 4,0) (p,9)), für welche bezüglich «. 


constant, «, constant, allgemein po; — g«, constant ist, auf der Hyperboioids- 
“ ne FIi.0#,,0,3 | Apr RS, 
schale die die Punkte u u verbindenden Linien, auf welchen bezüg- 


.ı 9 8 PH —-gR h Sr 
lıch VER PD Jj /" constant, oder, durch die Coefficienten geeigneter For- 
men & ausgedrückt, D, #8, 90 —qx’ gleich Null sind, welche Linien eben- 
falls einander nur je in einem Punkte oder gar nicht schneiden, wıe die 


entsprechenden Geraden. Liegt im Falle A >0 auf einer Seite einer solchen 
bet ’ ame we " . 
Linie keiner der Punkte Id, ig >. mehr. während sıe selbst durch zweı 


oder mehr derselben hindurchgeht, so nenne ich sıe einen hand des Ge- 
bietes von A, die zwei äussersten dieser auf ihr gelegenen Punkte Lehen 
des (febretes, die auf keinem Rande gelegenen solchen Punkte bezeichne ıch 
als ım Inneren des (Gebietes gelegen. Von den früher betrachteten Grenz- 
linien von Feldern, in welchen verschiedene Formen %, %--- reducirt sind, 
kommen diejenigen, längs welcher (N!) auf einer anderen Ebene senkrecht 


ıst und welche in mindestens zwei Punkten von anderen eben solchen 
Linien geschnitten werden, unter den eben betrachteten Linien an 
—const. vor. Diese aber, insbesondere auch die Ränder der Gebiete posı- 
tiver Coefficienten A, kommen nicht nothwendig unter jenen Grenzlinien 
vor, von welchen nur je drei durch die zu betrachtenden Kreuzungspunkte 
hindurch gehen, und welche, wenn überhaupt vorhanden, auch in Spaltungs- 
punkten endigen können, ehe sie diese Kreuzungspunkte erreichen. In dem 
Beispiel der Fig. 1 fallen ausser einem alle Ränder der Gebiete positiver 
Coetficienten A mit Grenzlinien der genannten Art zusammen und sınd als 


geschlängelte Linien eingezeichnet. Nur die Grenzlinie, mıt welcher der von 
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| 2, —-L,-9 ae Fe 7(1,0,0) BR len P 
dem, wenn lı. u Bu — f ıst, mit F(1,0,0) zu bezeichnenden Punkte 2 
nach dem $ führende Rand des Gebietes von A=8= F (1, 0,0) zusam- 


menfallen müsste, geht zwar von dem ersten Punkte aus, erreicht aber nicht 
den andern, ıch habe desshalb eine vorhandene Grenzlinie, welche den Punkt 
? mit dem nächsten auf dem folgenden Rande gelegenen Punkte $ verbin- 
det, eingezeichnet, da es mir nur auf ırgend eine Bezeichnung der Zusam- 
mengehörigkeit der Punkte ankam, welche Gebieten positiver Coefficienten 
A angehören, und ıch keine den beiderlei Feldertheilungen fremden Linien 
mehr einführen wollte. Berücksichtigt man, dass in der Figur 1 die sechs 
äussersten Grenzlinien Axen zweitheiliger, die sechs Durchschnittspunkte der- 
selben Mittelpunkte viertheiliger Symmetrie sind, und denkt sich hiernach 
die Figur erweitert, so übersieht man die sämmtlichen Ränder aller vor- 
kommenden Gebiete positiver Coefficienten A, nämlich, abgesehen von den 
sich auf Linien beschränkenden und dem schon erwähnten, der Gebiete von 
RE” ME! 


ide .) ME en 
ÄA=12., Aue Bel, 0. .. 


\(1,0,0) undA=5. 


Zu allem hier für A und a, F und f Besprochenen gilt das völlig 
Analoge bezüglich für @ und A, f und F. Ich gründe darauf auch die ana- 
love Bezeichnung eines (rehiets von Az dl, oder A —- f (a, Ci, O3)» Dasselbe 


ad; 


umfasst auf der Hyperboloidsschale die Kreuzungspunkte 7; 0. für alle 
Ku, 


möslichen Werthe von «, », nämlich die Werthe von der Art, dass auf die 
Ebene (%8, (l, vr, v)) die Gerade (a,) senkrecht zu stehen kommen kann, oder 
dass 1=&aF (l,«,r)<] ist. Im Falle «>00 liegen diese Punkte, für 
welche auch hier der angegebene Ausdruck nur gebraucht werden soll, wenn 
ihre Anzahl grösser als eins ıst, innerhalb der Ellipse 22°=a—Yal und 


ist ihre Anzahl endlich, im Falle « < 0 liegen sie zwischen zwei Hyperbel- 


ästen S=+ ] a+y-@/ und ist ihre Anzahl unendlich. 
» r . . . . ) 2 rbb —— st 
Auf den Verbinduneslinien der einzelnen Punkte ist „  eonstant, 
OD v 


"rbW—sf'=0. Diese Linien, insbesondere die Ränder der Gebiete positiver 


Coefficienten a, fallen möglicher aber nicht nothwendiger Weise zusammen 


m -| 


mit den Grenzlinien der Felder. ın welchen verschiedene Formen f, f.--- 
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redueirt sind. In Figur 1 fallen ausser zweien alle diese Ränder mit solchen 
(Grenzlinıen zusammen, und sind von den anderen Grenzlinien durch stär- 


keres Auftragen unterschieden worden. Bei dem Gebiete von @==2 aber 
2 





fällt zwar ein Stück des Randes, welcher das Eck $3= <— ee 

ETBRFRPER .) 1,0, 0) 

lo. _ 6, 20), 0) 

mit dem auf der links oben anzufügenden Ergänzung gelegenen Ecke 
2 


„a, %,, 
— 6 _ 0), -1,0) 


Lin 


verbindet, mit den Grenzlinien h=0 der Felder der in der Zeichnung und 
oh 
ae 


men, aber diese Linie endigt beiderseits in Spaltungspunkten, ehe sie 


ın der erwähnten Ergänzung vorkommenden Formen ) zusam- 


die genannten Ecken erreicht. Ich habe desshalb analog wie bei dem oben 
besprochenen Ausnahmefalle lieber die in Bezug auf die benützte Form 


2, —l, —12 7 x \ ’ i Kuh 
” ‚ ) mit = l zu bezeiehnende und mit einer Grenzlinie zu- 
BT” 5) 


sammenfallende Verbindungslinie der auf den beiderseits folgenden Rändern 


gelegenen Punkte 








2 ıı 2 

a u u und — = < — 

EI LE x ge 

| ö \(1,0,—1) | | \(1,—1,—1) 
u. B ,— 6 —aoN 

durch stärkeres Auftragen angegeben. Bei dem Gebiete von 

A ee ee re nn ' | 
a \ 0 )10, 0) fällt der die Punkte 3 und 2 verbindende 

. bh--t a \ n 5. ; £ 
Rand re ae l mit keiner Grenzlinıe zusammen, ıch habe dafür eine 
k 


andere diese Punkte verbindende Grenzlinie stärker aufgetragen. Ausser 
den sich auf Linien beschränkenden und den schon erwähnten kommt noch 
ein Gebiet eines positiven Coefficienten @ in der Fig. 1 vor, nämlich des von 
N 
en 
Anstatt mittels der Eintheilung der ganzen Hyperboloidsschale in 


=3=|( (1, 0, 0). 


die vielen kleinen Felder suche ich jetzt unmittelbar dıe Existenz und gegen- 


seitige Lage der wenigeren Gebiete positiver Coefficienten A und a auf. 
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1 -— 0, en: ] 0 
Da die Substitution 0 | 0 | zu der «@, 10 adjungirt ist, so 
0) v) 0 093 


sind F(—1,. l, 0)  % F(— 0, 0, 1) < 0. wenn f ’L Os &) OÖ ıst: also 
ist, wenn A > 0 ıst, aucb F(l,— 1,0) <0 für das obere oder untere oder 
für beide Vorzeichen, je nachdem es einen positiven oder einen negativen 
oder einen positiven und einen negatıven ganzen Werth von «, giebt, wel- 
cher mit irgend einem, wenn auch gebrochenen, Werthe von vs verbunden 
f(l,e,,@,) positiv macht, und ıst ebenso F(1,0,+-1)<0, je nachdem es 
einen positiven oder einen negativen, oder einen positiven und einen nega- 
tiven Werth von «, giebt, welcher mit irgend einem, wenn auch gebrochenen. 
Werthe von «, verbunden f (1, &,, 03) positiv macht. 


i ur 
Liest der Punkt y im Innern «des Gebietes von A, so findet je deı 
> { j 


dritte dieser zwei mal drei Fälle statt. sind also für alle Vorzeichen FÜl._—- 1.0 


und F(1,0, +1) negativ, und da dasselbe dann für jede äquivalente Form F 
100 

gilt, welche durch irgend eine Substitution |0 «, #,; aus F hervorgeht. so 
09 


4 


kann es dann keine von Null verschiedenen relatıv primen, also überhaupt 
Wenn 


keine ganzen Zahlen „, v» geben, welche Fl, », ») positiv machen. 

) (1 E n e ’ _. os 
also der Punkt A AR Innern EINES (rebretes VON A ttegt, so qdehort er 
keinem Gebiete von a an. und ebenso findet man. dass, wenn er ım Innern 


i y . s : ug ni. 
eines (rebietes von A hregt, er keinem (rehiet: ON A airrde hort. 


an re > a ) we 
Liegt dagegen der Punkt Z an einem Rande des Gebietes von A, 


I0 0 
so giebt es Substitutionen 0 3, y, , mittels deren f ın eine solche äquivalente 
0» 


Form f, übergeht, dass es, während für wenigstens eines der beiden \or- 


zeichen neben a, auch f, (1,—+ 1,0) positiv ıst, keinen von Null verschiede- 
nen positiven, oder keinen von Null! verschiedenen negativen ganzen Werth 
von a giebt, welcher mit irgend einem ganzen Werth von «v, verbunden 
fı (1, @,, @) positiv macht. Ich mache zunächst noch eine engere Voraus- 


setzung, dass es nämlich keinen von Null verschiedenen positiven, odeı 


Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 2 u. 3 2 











202 E. Selling, über die binären und ternären quadratischen Formen. 





keinen von Null verschiedenen negativen ganzen Werth von «, giebt, wel- 
cher mit irgend einem reellen ganzen oder gebrochenen Werth von «, ver- 
bunden f, (1, «&,, @) positiv macht, oder, was oflenbar dasselbe bedeutet, 
dass bei einem der beiden Vorzeichen /, (l,@,+1) für keinen reellen ganzen 
oder gebrochenen Werth von «, positiv wird. Ich werde diese für einen 
Rand eines Gebietes von A, und ebenso die analoge für einen Rand eines 
(rebietes von a gemachte Voraussetzung im Folgenden kurz die Voraus- 
setzung V nennen. Aus dieser, also hier aus dem Mangel einer reellen 
Wurzel «,, der Gleichung f, 1, c,,+ 1) =0 folgt nun F, (1,0, +1) >00 


und umgekehrt, und das Analoge gilt nach Vertauschung von f und F'. 
Man erkennt leicht durch Anwendung derselben Betrachtung auf die 


/, (I, w,0 2 ’ u 
Punkte Al: A welche, während « eine Reihe von « auf einander folgen- 
A ? 
| 


den auch die Null enthaltenden ganzen Werthen annımmt, die sämmtlichen 


Punkte eines der Gleichung 9, = 0 entsprechenden Randes des Grebietes 
von A, darstellen sollen, dass, wenn für diesen Rand die Voraussetzung V 
erfüllt ist, diese sämmtlichen Punkte auch Gebieten der verschiedenen Coef- 


u i ’ r, (1,u,0 
ficienten /, (l, «, 0) angehören, in welchen auch die Punkte m n 
= 


. Il.) url , x 
liegen, welche mit den Punkten U de —— bezüglich durch die Linien 
TER 


f+b,u=0, unter einander aber durch die Linie 9, + 6, =0 verbunden 
sind, und welche offenbar sämmtlich wıeder einem neuen (rebiete von 
F, (1,0, -- 1) angehören. Bleibt #, (1,0, —v)>U für eine keihe von v 
auf einander folgenden auch die Null enthaltenden ganzen Werthen v, so 


’ F, (1, w,0) e 
giebt es oflenbar «-v Punkte z m 0 ; deren jeder eimem der w Ge- 
- 1 1 el e 


biete der Coetficienten /, (1, «, 0) und einem der v' Gebiete der Üoefficien- 
ten F, (1,0, — v) angehört. 
Aus /,(1,+1,0)>>0 folgt nicht nur #, (1, 1,0) << 0, sondern, da 


10 —,r ii zr®» 
der Substitution +11 0O/die 0 1 0) adjungirt ist, auch #,(1, +1, v»)<0 
| 00 1| Iivzgv|1 


. A 
Bi . . T . >» 1 

» AL an y 7e Ve ’OG 4 { { 
für jeden reellen ganzen oder gebrochenen Werth v. Die Punkte F(1,0,— 0) 





liegen also auf einem Rande des Gebietes von a, oder dieses ganze Gebiet 
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beschränkt sich auf eine Linie, diesen Rand, je nachdem die Bedinzung 
fi 4,+1,0)>0 nur für eines oder für beide Vorzeichen erfüllt ist. Denn 


wenn F(l1,+ u,r)>0 wäre für irgend einen positiven ganzen Werth « 


verbunden mit irgend einem ganzen Werth », so müsste auch F, (1, -- 1, »)>> 0 
sein wenigstens für irgend einen gebrochenen Werth ». Man erkennt hier- 
/, (1,«,0 


nach, dass für dıe zwei äussersten Werthe von « die Punkte FAO 
ı \4» UV. 


auf je einem Rand von Gebieten der positiven Üovetficienten f, (1, , 0) liegen, 
und dass dıe Gebiete der positiven Ooefficienten f, (1,w,0) für alle ausser 
den zweı äussersten Werthen von « sich auf Linien beschränken, ebenso 


- ER e f, (,u,0) 
analog, dass für dıe zwei äussersten Werthe von » die Punkte Fr E n 
1 D r 


auf je einem hand von Gebieten der positiven Üoefficienten F, (1,0, — v 
liegen, und dass die Gebiete der positiven Coetficienten F, (1,0, — v) für 


alle ausser den zweı äussersten Werthen von » sich auf Linien beschränken. 

Würde sich auch eines der zweimal zweı hier ausgeschlossenen Ge- 
biete auf eine Linie beschränken, so würde dies der Voraussetzung N tür 
die nächstfolgenden Ränder dieser Gebiete widersprechen. Die vier ın Be- 
tracht gekommenen Ränder dieser vier Gebiete bilden ın der Art ein Vier- 
seit, dass diese Grebiete selbst, als von ıhren Rändern umschlossene Flächen- 
stücke betrachtet, ausserhalb des. Vierseits liegen. Ist «>2, so liegen 
innerhalb des Vierseits « — 2 Gebiete von Üoetticienten /, (1, 0). Die- 
selben beschränken sıch auf Linien, die weder sıch unter einander, noch die 


Ränder der zwei übrigen Gebiete von Üoefficienten f, (1, w, 0) schneiden 


können, wie aus den Gleichungen dieser Linien f, + b,u=U hervorgeht. 
Das Analoge gilt, wenn © >2 ıst, bezüglich der Linien 8, — 6,r —=U(, 


welche die ersteren gitterartig durchschneiden. In dem Beispiel der Figur 1 
ist nirgends zugleich «> 2 und v' > 2, sodass diese beiderlei Linien nirgends 
zugleich vorkommen. Für die Auffindung ternerer Gebiete sind diese ım 
Innern eines solchen Vierseits gelegenen sich auf Linien beschränkenden 
Gebiete ohne Bedeutung, wesshalb ich sie bei den späteren Beispielen gar 
nicht mehr berücksichtige. 

Wendet man das Betrachtete auf je die beiden Ränder an, welche 


in den Ecken von Gebieten positiver Coeftieienten A und a zusammen treffen. 


26* 
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so erkennt man, soweit die Voraussetzung V erfüllt ist, Folgendes: Jedes 
Eck eines Gebietes von A ist zugleich ein Eck eines (Gebietes von a und 
umgekehrt. Ferner: Wenn zweı einander zugekehrte Rander von Gebieten 
zwever Üoefficienten a von den zwei Ecken eines Randes eines Gebietes von 
A ausgehen, so endigen sie auch ın den zwei Ecken eines dem letzteren 
zugekehrten Randes eines Gebietes eines anderen Üoeffierenten A. In Figur 1 
ıst zwar der erste, aber nıcht der zweite Satz allenthalben erfüllt. Die Vor- 


aussetzung V ıst nämlich nıcht erfüllt an dem schon oben erwähnten Rande 


—y —] 
ug 


) 
zwischen den Punkten $ und $, welche, wenn /, =, ’ gesetzt 
7 Fr ‚ —— . 


ur t, (1,0,0) 7, (1, —1,0) n 
wird. durch a! — und 1 \ i bezeichnet werden können. Denn es 
“ 1 


l 
ist #, (1,0, — 1)<0, während f, (l,,, #) für keinen mit irgend einem 
sanzen Werth von «, verbundenen positiven ganzen Werth von «, posi- 
tiv wird. 
Ich behandle den Fall, dass die Voraussetzung V erfüllt ist, als die 
segentheiligen als Ausnahme. Ist sie nämlich bei einem Gebiete 
rl, u, 0) 


Regel, den 


von A für einen Rand nicht erfüllt, auf welchem Punkte ° z liegen, 
während /(l,w,1)=<— 1 ist für alle ganzen Werthe von u, so muss der 


grösste Werth, welchen /(1,«,1) beı stetig veränderlichem « annehmen 


kann, positiv, also 


Br > (+ %)’ l 
(1, ® ‚\)=a+2 pen > 
I, y D=a+2h+c j  < 
Ir .. T n 4 Pr k | \ 
dagegen, da für den nächstgelegenen ganzen Werth „="_z +‘ von u 


schon /(L,«,1)<— 1 ıst, derselbe Ausdruck 
+42 


sein, während 6° <<} und für — 5 durch die für die äussersten Werthe 
von u zu nehmende Bedingung / (1, «, 0) > 1 Grenzen gesetzt sind. 


Wenn die Voraussetzung F für einen hand erfüllt ıst, so besteht das 


besprochene Vierseit, und ıst sıe also für die vier dasselbe bildenden Ränder 
erfüllt. Soweit die Voraussetzung V gilt, zerfallt also die Hyperboloids- 
Hache ın von gewissen Kandern umgebene Gebiete von A, ebensolche von a 
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und die besprochenen Vierseite. Diese Flächenstücke schliessen sich alle 
gegenseitig aus und erfüllen doch ohne Lücke die ganze Fläche. Hat man 
hinreichend weit nach allen Seiten die Gebiete entwickelt, so müssen sich 
früher schon dagewesene wiederholen und lässt sich die fernere Entwicklung 
auf die frühere zurückführen. Es ist nıcht nöthig, die Formen f, welche 


1 


v ( h . E u ’ 
Kreuzungspunkte 7 geben, so zu transformiren, dass die Formen f reducirt 


“ 


werden, welche, nachdem ihre Betrachtung die unter der Voraussetzung F 


stattfindende Möglichkeit dieser Entwicklungen gezeigt hat, gar nicht mehr 


! 


: . > da . 
beachtet zu werden brauchen. Um bei Kreuzungspunkten ;,, in welchen 


(I 


numerisch @ und A’ mit den beı einem früheren Kreuzungspunkt \ aufse- 


tretenen Üoefficienten @ und A übereinstimmen. sofort auch über die nume- 
rısche Uebereinstimmung der zu Grunde liegenden Formen f' und f ent- 
scheiden zu können, transformire ich, was auch beı der Entwicklung der 


einzelnen Grebiete von Üoefficienten A nützlich ist, alle auftretenden Formen 


10 0 

durch Substitutionen |0 ?, 7ı | so, dass (b, g,c) reducirt ist. Zur Entwick- 
| 6) an \ 
0 Pa» ‚2 | 


lung der Gebiete von Coefficienten a ıst eine vorübergehende Transtorma 
tion, welche (B, G, C) reducirt macht, oft nützlich. Es ist auch nicht noth- 
wendig, jedem einzelnen Rande eines Gebietes von A entsprechend mittels 
einer eigenen Substitution die Form f ın die oben angenommene Form f, 
zu verwandeln. Denn da die den einzelnen «-v betrachteten Kreuzungs- 
punkten entsprechenden Ausdrücke /, (1,«,0) und F,(1,0, —v) erhalten 


werden durch in beliebiger Reihenfolge geschehende Anwendung der Sub- 


100 10 vo l —u0 
stitutionen u 1 0| und 01 0| auf f, oder der Substitutionen |0 10) und 
001} 001 0 01 


100 
010 auf F,, so werden diese Ausdrücke, wenn vorher eine Substitution 


v0] 


10 0, 
I0 3, 7, | eingeschaltet worden ist, / (1, u/%,, wß,) und F(1, v3, —v/9,). 
|o 8. Ya 





Ich will einige Beispiele entwickeln, bei welchen, was bei geringer 
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Anzahl numerisch verschiedener Gebiete ebenfalls das Häufigste ist, die Vor- 
aussetzung V allenthalben erfüllt ist. In den Figuren bedeuten die ge- 
schlängelten Linien, von welchen je einige an Ecken zusammenhängende 
eine positive Zahl A umschliessen, die Ränder des Gebietes dieses Coefti- 
cienten A, ebenso die glatten die Ränder der Gebiete der positiven Coeffi- 
cienten a, die punktirten Axen der Symmetrie. Auf den Rändern sind die 


2 ’ fı (1, «, 0) a, 
d®) 3 ipkA ar > 7 ZI u FE EEE. BEE EEE EEREEIEER aY«fa Q a 
keine Ecken bildenden Punkte u und F,(Q,0, =») besonders heı 





vorgehoben, ebenso auf Axen der Symmetrie dıe auf ihnen gelegenen Punkte 


ad 


-. lch gehe in der Darstellung sogleich von emer derjenigen Formen der 
A e) T e > 


Ä 


gewählten Klasse aus, von welcher aus sich die stattfindenden Symmetrieen 


am einfachsten darstellen, in dem Beispiel der Figur 2 von der Form 








a er ra, 0,0 
J= (, 0 ‚) Der Punkt ! = 2: gehört mit den Punkten ! = 
f(1,1,0 FE: 54 . u fr ; 
ee — und I, =* \ einem Gebiete von A=5 an. Da f durch die 
100 10.0 
entsprechenden Substitutionen | —11, und 1 0-—1| oder, wenn die 
0 01 | l — 1 0 
we; 100 
Determinante —=1 sein soll, —1 1 —1| und |—10 1 in sıch selbst über- 
| 00-ıl BET 


geht, so erkennt man bereits eine dreitheilige Symmetrie, und sogar 
eine sechstheilige, da jeder der drei symmetrischen Ränder wieder in sich 


selbst seinen zwei Enden zu symmetrisch ist. Da die adjungirte Form 


RE TE > EN EEE | 

!'== ‚) für F(1,0, 1) und, wie hiernach schon aus der gefun- 
a, ae Tale 

denen Symmetrie folgt, für F (1, 1, — 1) positive Werthe giebt, ist für die 


\ 7(1,0,0 2 ” e r 
zwei vom Punkte ro ausgehenden Ränder die Voraussetzung V er- 
p) , 


100 | 10 0 

füllt. Da aus Fdurch jede der beiden Substitutionen |0 1 0 und Fre, 
101 Bey: 

3: 


eg U ER TON 
entsteht, welehe durch die Substitution | 1—1 — |] 


BR ooı 


. . 2, 
die Form ( . 
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in sich selbst übergeht, so erkennt man, dass das Gebiet von a=1==f (1,0, 0) 
1 

ausser der durch den Punkt Fü, 0,0) gehenden Axe der Symmetrie noch 
as, y 


durch eine andere solche Axe durchschnitten wird, welche die erste in einem 
| 


Mittelpunkt viertheiliger Symmetrie, dem Kreuzungspunkt FAÜ,LO schnei- 
u ar Aral; 
det. Dieses Gebiet hat demnach sechs Ecken, nämlich in der Reihentolge, 


in welcher sie mit einander durch Ränder verbunden sınd. dıe Punkte 

1 1 1 ] ] l 
Von den an die Ränder des Gebietes von A==3 sıch anschliessenden Vier- 
seiten sind nach den bekannten Symmetrieen bereits je die vier Ecken be- 


A rn fQ, 0,0) 17, CR 
kannt, nämlıch z. B. zu den zwei Ecken F(,0,0) und F (1, 0, 0) die natür- 


| | | | (1,0, 0) /(1,1, 0) 
» } ‘ S 7 B ıyp S Y iiverz) — = — “ıY ir. 
lıch ebenfalls zu einander symmetrischen FA,0,1) und 7, 10,1) Man eı 


kennt, dass auch für die diesem Vierseit nicht angehörenden von diesen neuen 


Ecken ausgehenden Ränder die Voraussetzung V erfüllt ıst, da z. B. die 


10 —]1 
en u I, — 2, — 1 
durch die Substitution ‚01 0| aus / hervorgegangene Form | 3 
| | BOBANE TER VERER, 
00 1| 
ı —10 
welche, wie schon gesehen, durch die weitere Substitution |0 10 zudem 
(0 01 


l a 
folgenden Eck FA.) des Gebietes von a=f (1, 0, 0) führt, auch durch 


100 
die Substitution | 0 1 0| eine Form mit positivem ersten Coefficienten giebt. 
rt 
2, —2, —]1 ’ 
Diese Form ” * ı) ergiebt eine neue Axe der Symmetrie, und man 
s—. ’ r 


ist nun mit der nöthigen Zahlenbetrachtung bereits zu Ende. Da bei nume- 


rischer Uebereinstimmung zweier Formen wie die früher betrachteten Felder 
so auch die Gebiete, ihre Ränder und Eeken übereinstimmen müssen, so 
erkennt man das durch Figur 2 Dargestellte. Die sechs Schnittpunkte der 
sechs angegebenen Axen der Symmetrie sind Mittelpunkte vierfacher Sym- 


metrie, was durch die gewählten rechten Winkel angedeutet werden soll, 
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4R 
2 


Denkt 


wie ın anderen Beispielen i-fache Symmetrie durch die Winkel 


man sich die Zeichnung so in sich verschoben, dass zwei solche auf ein- 
ander senkrechte Axen gerade Linien werden, so hat man keine Schwierig- 
keit, die Vervierfachung der Figur sich vorzustellen, und dasselbe lässt sich 
an je zwei sich schneidenden an der Grenze der erweiterten Figur liegenden 
Axen ausführen. Von der sechsfachen um den Mittelpunkt der Figur herum 
stattfindenden Symmetrie habe ıch der Uebersichtlichkeit wegen keinen 
(rebrauch zur Verkleinerung der anzugebenden Figur machen wollen. 

Für zwei andere Beispiele mögen die Figuren allein (3 und 4) ge- 


\ A a ’ " 
nügen, ın welchen ıch noch zu aussen gelesenen Punkten \ die Formen 
Ps - L 


(L, ». er 


( ui beisetze, welche ın denselben b=f==0 geben, wogegen dann die 
(i, f} Mi, . ve 


besondere Angabe von A und a wegfallen kann. 

Für die Stellen, an welchen die Voraussetzung V nicht erfüllt ıst, 
könnte ıch einfach auf die ursprüngliche Methode der Eintheilung ın Felder 
verweisen. Doch lässt sich auch über diese hinweg die Entwicklung ın der 
zuletzt gebrauchten abgekürzten rein arıthmetischen Art fortführen. Ich 


werde mich nur dieses Rückhaltes wegen kurz fassen, und die entlegensten 


Ausnahmefälle nicht verfolgen. Sind @ und A positiv, und ist der Punkt Ä 


- . ni; (A, uw, 0 4 
ein Eck des Gebietes von A, von welchem der die Punkte \ tün 
uw enthaltende Rand desselben ausgeht, während es keine Punkte 
Fi2. 0. . oe ; 

Ä mit negativem Werth von #, verbunden mit irgend emem von ı 


ın dem (rebiete giebt, und ıst #(1,0, 1) <0, also die Voraussetzung V nicht 
erfüllt für diesen Rand, so existirt also das oben besprochene sich an den 
Rand nach aussen zu anschliessende Vierseit nicht. dann ist also auch füı 
den diesem hande zugewendeten Rand des Gebietes von a, welchem, wenn 


a R s | 
überhaupt ein solches vorhanden ıst, der Punkt A als Eck angehört, die 


Voraussetzung F nicht erfüllt, ebenso für den dem letztbetrachteten zuge- 


wendeten Rand des neuen Gebietes von A’, welches, wenn überhaupt vor- 


handen, den Endpunkt des letztbetrachteten Randes als Eck hat, u. s. w. 
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Offenbar giebt der Inbegriff aller dieser auf einander folgender Ränder von 
abwechselnden Gebieten verschiedener A und az eine fortlaufende Grenze. 
über welche nach einer Seite zu hinaus die Voraussetzung F nicht erfüllt 
ist. Ein in Betracht kommendes Gebiet kann hier auch in eine Linie deve- 
neriren, welche natürlich nach zwei entgegengesetzten Seiten zu als Rand 
desselben anzusehen ıst. Es ıst dann möglıch, dass nur nach einer Seite 
oder wıe ın dem Beispiel der Figur 5 bei dem Gebiet von A=12 nach. 
beiden Seiten dieses Randes zu die Voraussetzung YV nicht erfüllt ıst. Im 
letzten Falle bildet dieser Rand nach beiden Seiten zu eine Grenze der be- 
sprochenen Art. Eine solche Grenze findet man auch dann, wenn sich an den 
Endpunkt eines der betrachteten Ränder gar kein neues Gebiet anschliessen 

44, — 45, 46 


sollte, indem man nämlich, wenn, wie z. B. bei der Form | er 2 i 
| 1586, — 2028, — 1981... a5 | 
mit der adjungirten | | dieser Endpunkt einem (re- 
\ 970, 68, 2’ A 
biete von A angehört, und die Bedingung F(i, u, v) >V nur für u=r—U 


erfüllt ıst, den von diesem Punkte ausgehenden folgenden Rand des Ge- 
bietes von A verfolgt. Bei dieser fortlaufenden Grenze kann nun erstens 
der Fall eintreten, dass sıe in der Art in sıch zurückläuft, dass die Gebiete, 
zu welchen die einzelnen Ränder gehören, ausserhalb der geschlossenen 
Linie liegen. Dieser Fall tritt in dem Beispiel der Figur 1 ein, wo die be- 
züglichen Ränder, deren Gresammtheit erst nach der nach Imks oben anzu- 
fügenden Ergänzung auftritt, und von welchen einer schon oben besprochen 
wurde, ein abwechselnd aus kändern von Gebieten positiver Üoefficienten 
A und a bestehendes Sechsseit bilden. Der analoge Fall trıtt ein ın dem 
in Figur 5 durchgeführten Beispiel, welches keiner näheren Erläuterung 
mehr bedarf, und in Figur 6, bei welcher jedoch eine Seite des Sechs- 
seits, ein Rand eines Gebietes von @a=0, ın unendliche Entfernung 


fällt. Bei den oben gemachten Annahmen ıst von zwei vom Punkte 


a a P Las 
ausgehenden, Punkte 5 tragenden Rändern des Grebıietes von 
A = F(l,u, ») = 
i f(1l,u0 rn 
a dem die Punkte u tragenden Rande des Gebietes von A offenbar 


derjenige zugekehrt, in welchem das Verhältniss der zwei nothwendig 


’ 
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positiven Zahlen u, v, welches für diesen Rand unter der Voraussetzung V 
gleich Null wäre, das kleinere ist. 

Da das von der ın sich zurücklaufenden Grenze, ın den angeführten 
Beispielen einem Sechsseit, eingeschlossene Flächenstück ebenso unbeachtet 
bleiben kann, als im Falle der Voraussetzung V das besprochene Vierseit, 
so sieht man, dass der betrachtete Fall kein Hinderniss ın der weiteren Ent- 
wicklung der Gebiete darbietet. Zweitens kann nun die besprochene Grenze 
auch beiderseits ins Unendliche gehen, sodass natürlich numerisch überein- 
stimmende Formen periodisch an der Grenze wiederkehren. Für diesen Fall 


rn, — Br, Ir — s 


führe ich die Formen (| | an, in welchen, wenn dr <s<$r 


0, DO. 
100 110 
ıst, nur die abwechselnden Substitutionen 1 10: und 0 10) abwechselnd 
001 001 


neue positive Werthe an die Stellen von @ und A bringen. 

'rittens kann die besprochene Grenze so in sıch selbst zurücklaufen, 
dass die Gebiete, an deren zusammenhängenden Rändern die Ausnahme 
stattfindet, innerhalb der geschlossenen Linie liegen. Die Anzahl dieser 


(Gebiete kann auch eins sein. dasselbe kann sich auch auf eine Linie be- 


. 5 ad 
schränken, endlich kann es sogar einzelne Punkte 2 von der Art geben, 


dass f(l,o,@) nur für „=%=0 und F(l,wr) nur für u=erv=0 


BE | nn PIERRE. TORE - 
positiv sind, wofür als Beispiel die Form lan | | 


20, \ 1 
1809, — 2069, — 2069 


_ #79; 67, 67 


mit der adjun- 


girten ( dienen möge. 


. in ’ il 
Um nun, wenn 74,0) die einzelnen Punkte eines Randes eines 


P% 


Gebietes von A sind, zu welchem für keinen mit irgend einem Werth von 


r (1l,a,e u. © 
co, verbundenen negativen Werth von «, Punkte a 3) gehören, über 


diesen Rand hinaus die Entwicklung fortzusetzen, wenn auch für denselben 


die Voraussetzung V nicht erfüllt. wenn also F (1,0, 1) << 0 ıst, wende man 

10 4,| 
010 
vOv, 
von der Determinante 1, welche F(4,0,v)>1, F (35, 0, v3) <= — 1 machen, 
diejenige die kleinsten positiven Coefficienten besitzende an, durch welche 


auf F aus den nach II. b), S. 155 zu findenden Substitutionen 














E. Selling, über de binaren und ternaren quadratischen Formen. 1] 


fe» %ı, —%) für irgend einen ganzen Werth von «, positiv wird. Die 


hiedurch aus F entstehende Form bezeichne ich mit F'. Sollten zu dem 
2 * r . . Pi . . “ 

beabsichtigten Ziele, welches in der Regel nach dem ersten Schritte erreicht 

sein wird, keine kleineren Coefficienten 4, v, 5, v,; hinreichen,. so doch jeden- 

falls die kleinsten nach S. 197 zu findenden, welche mittels einer Substi- 

va Un i 
. | . As b, Ci . . 

tution | a, 1 y,! dıe Form | ) in die | 
| . . h, k I 
— 4,0 /. 


a b, 


f verwandk In. 
Ed, 4 h. eh 
101 100 .0O4 
Die Reihe der Substitutionen |0 10: und 0 10), aus welchen die 0 10 
() 0) l ] () ] m 0% 


zusammengesetzt ıst, schliesst mit der 0 10, weil nur durch diese die ın 
001 

(vg, &%,; — 45) vorkommenden Zahlen »s, 4, geändert werden, und die Be- 

dingungen für FG,0,rv) und F(4,,0, v5) nach jeder der einzelnen Substi- 

tutionen erfüllt sind. Hieraus folgt, dass #’(1,0, — 1) <O und f (1, u,v) <U 

ist für alle mit ganzen Werthen von « verbundenen positiven ganzen Werthe 

von v. Denn, wenn » nicht grösser als die Anzahl p der Substitutionen 

101 

0 10 ist, welche zum Schlusse angefügt worden sind, so folgt dies daraus, 

001 

dass ausserdem sehon für kleinere Werthe von p dıe Bedingungen erfüllt 

gewesen wären, wenn aber v® > p ıst, daraus, dass die auf F angewandte 
404, 10 —ov 

Substitution ‚010 -01 0, dann einen positiven dritten Coefficienten 
|’ 0», |!1!00 | 


f' Er U, 0) 
F' (1,0,0) 


nl )e- 


hervorbringen würde. Giebt es wenigstens zwei Punkte - 


hören also diese Punkte wieder einem Rande an, für welchen die Voraus- 

setzung V nicht erfüllt ıst, also wieder einer Grenze der besprochenen Art. 

ra, U. 0) 
A 


+ 


Sollten zwischen diesen Rand und den ursprünglichen, die Punkte 
enthaltenden noch andere Gebiete eingeschoben sein, was sıch am Einfachste n 
durch Betrachtung der auf der Linie „—=0 auftretenden Felder entscheiden 


lässt, so hätte sich schon eine nähere Grenze finden lassen, indem man an den ge- 


eisneten Stellen Substitutionen eingeschaltet hätte, welche auch an die Stelle 


Di, 


wi 








m 
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von 5 andere Coefficienten gebracht hätten. Eine nähere Betrachtung dieses 
Falles, sowie desjenigen, in welchem es ausser für «—=0 keinen Punkt 


" 

(1,0) „ 
F'(1,0,0) ° 
wesentlichen Unterschied begründet, übergehe ıch, indem ıch auf die all- 


iebt, welcher Fali wieder ın der hegel gegen den anderen keinen 


gemeine auf die Feldereintheilung gegründete Methode verweise. 

Ob nun die neue Grenze in ihrem ganzen Verlauf der alten gegen- 
über liegt, oder ob anderen der Ränder, aus welchen sıe bestehen, wieder 
auf dieselbe Weise zu findende Ränder anderer Grenzen gegenüber liegen, 
immer wırd man die Gruppen von Gebieten, welche zwar wie durch Ströme 
von einander getrennt sein, aber nach Bedürfniss wie durch Brücken ver- 
bunden werden können, so weit entwickeln können, bıs alle neu auftreten- 


den Formen mit schon dagewesenen numerisch übereinstimmen. 


e) Die Transformationen der Formen ın sich selbst. 


Ausser den schon ın IV. b) betrachteten Substitutionen, welche bei 
einer reducirten Form f nur möglich sind, wenn ıhr Feld mit sıch selbst 
nach einer Vertauschung unter a, db, c, d oder mit einem unmittelbar be- 
nachbarten zusammenfällt, giebt es immer noch unendlich viele Substitutionen, 
durch welche f in sich selbst übergeht, ındem durch jedes neue Feld, für 
welches eine mit f numerisch übereinstimmende Form reducırt ıst, eine neue 
solche Substitution bestimmt wird, welche gewissermassen einer Verbindungs- 
linie zwischen dem ursprünglichen und dem neuen Felde, oder wenn man 
anstatt «er Felder nur analoge Kreuzungspunkte betrachtet, einer Verbin- 
dungslinie der zwei Kreuzungspunkte entspricht. Da die ganze Hyperboloids- 
schale ohne Lücke durch die unendlich oft zu wıederholenden ın IV. ec) und 
d) besprochenen und gezeichneten Figuren bedeckt ıst, so kann eine Ver- 
bindungslinie zwischen einem äusseren Ecke einer solchen Figur und einer 
Wiederholung desselben aus den Grenzlinien dieser Figur und ıhren ın ge- 
eigneter Reihenfolge und Richtung zu nehmenden Wiederholungen gebildet 
werden. Die entsprechende Substitution kann also zusammengesetzt werden 
aus Substitutionen von der ın IV. b) besprochenen Art, welche der Ver- 


tauschung analoger Feldergrenzen oder dem Ueberschreiten von Axen der 


Symmetrie entsprechen, und den wenigen Substitutionen P, Q, K,S,..., 
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welche den äusseren Grenzlinien der Fıqur entsprechen, und von welchen, 
da diese Grenzlinien ein Polygon bilden, auch noch mindestens eine durch 
die übrigen ausgedrückt werden kann. 

(Geometrisch würde sich nun die Frage darbieten, wıe diese Ver- 
bindungslinie aus der geringsten Anzahl der genannten Stücke zusammen- 
sesetzt werden kann, wobei die verschiedenartigen Stücke entweder gleich 
zu behandeln wären. oder etwa so, dass vor Allem die Stücke einer Art 
in möglichst geringer Anzahl eintreten sollen, dann die einer zweiten in 
möglichst seringer Anzahl u. s. w. Dieser geometrischen Frage entspricht 
genau die nach der Zusammensetzung der zu betrachtenden Substitutionen 
aus den genannten einzelnen Substitutionen P, @&, A, S, ... Da jedoch 
nicht nur die Art der möglichen Symmetrieen, sondern auch die Anzahl 
der Substitutionen P, Q, R, S,... ın den einzelnen Klassen verschieden 
ist, so Ist es nicht wohl möglich, den wünschenswerthen Ausdruck, welcher 
jede mögliche der gesuchten Substitutionen ein und nur eimmal giebt, ganz 
ım Allgemeinen aufzustellen, während seine Aufstellung ın jedem gegebenen 
Falle keine Schwierigkeit hat. 

Ich will deshalb diesen Ausdruck nur für dıe einzelnen im Bis- 


herigen behandelten Beispiele aufstellen. In Figur 1 werde mit / die aus 


%“ 


100 108 1:30 
3 10: und 0 1 V| zusammengesetzte Substitution 3 4 0 bezeichnet, durch 
001 001 00] 
12. —1,—5\, . \ R 3. —4—)5 
welche die Form f = | in dıe f, = übereeht. 
che O F 0.0 o) Fi \o 0. 0) ergeht, und 


welche der unten rechts gelegenen äusseren Grenzlinıe entspricht, die den 


Punkt = =, mit dem > = > verbindet. Mit @ werde die aus 
100 101 100 102 205 
'010:.!010|.'010,.|0 10! entstehende Substitution ‚0 1 0, bezeichnet, 
101 jo0o1 '101j 001] 308 

welche vom unteren zum oberen Endpunkte der rechten äussersten Grenz- 
Er » 3, — 1, — 20 ve 0 a 

linie, zu dem, wenn f = lo, 0, a gesetzt wird, mit zz be- 
zeichnenden Punkte führt. Die vom Punkt - — 2 nach links führende 


1 


äussere Grenzlinie, welche nicht in einem so hervorragenden Punkte endigt, 
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denke ıch mir nach Ueberschreitung der Symmetrieaxe, durch welche sıe 


geschnitten wırd, der stattfindenden Symmetrie gemäss noch einmal auf- 


101 100 Den nr 7: 
getragen und bezeichne mit A die aus 010 ./010., 0-10 
001 101 — ] 0 1 
| 100 wen | un A 05 
| 010.01 0 zusammengesetzte Substitution | 0 —1 0|, welche vom 
101) 6 3 04| 
3 a re 3 Fe &: 9 > ’ 
Punkt — — zu seiner Wiederholung = _( ) führt. Ebenso 
Ta, 90 F,(&, 0, —5) 
’ 3 a 
denke ıch mir die vom Punkte ut nach links führende äussere Grenz- 
100 —11 0 100 
linie verdoppelt. und bezeichne mit S die aus 110. 1 0.1170 
001 0 0—1 001 
—2]1 0 
x x i | ; > 3 ar 
zusammengesetzte Substitution —3 2 0 , welehe vom Punkt —— zu 
| 20 A 
00 —] 
3 „a 3% 


seiner Wiederholung, dem Punkt — = -——- führt. Die der vıer- 
u. 20 F'(2, —1, 0) 


fachen um den Durchschnittspunkt der zwei noch übrigen Grenzlinien 
stattfindenden Symmetrie gemäss vervierfachte Figur ist nun blos von 
viereriei, den vier Substitutionen P, @, A, S entsprechenden Linien, welche 
ich auch selbst mit den Buchstaben P, Q, R, S bezeichne, begrenzt. Längs 
des Randes dieser vervierfachten Figur „elangt man von dem Punkte 


12 a a Be 
— _ aus zu dem diametral gegenüberliesenden durch die Substitution 


> / 
7 en En 1 
60 — 1i1 — 30 . welche sowohl dem Durchlaufen der einen als der ande- 


36 — 6 — 19 


ren Gruppe von sechs dahın führenden Grenzstücken entspricht, welche 


— 133 5 
nämlich, wenn ıch Pf. R. P!= | —38315 mit Tundd QS 
18 6 
— 17 2 10| 
— 24 2 15] mit U bezeichne, sowohl = 7T:-U als = U.T sein muss. 
24 3 14| 


Denkt man sich die Linie ? über ıhren Endpunkt hinaus fortgesetzt, 


indem man der an der Linie R stattfindenden Symmetrie gemäss die bis- 
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— 10 0 
herige Figur wiederholt, so ist zunächst die Substitution 01 0 anzu- 
| 00 —1] 
3,4, —) 
wenden, durch welche die Form ” r ) dieser Symmetrie gemäss ın 


sıch selbst übergeht. Die Substitution P führt dann zur nächsten Wieder- 
12 0 \ Dis zee | Bi 
holung des Punktes EL sodass man für die Form f dıe natürlıch sıch selbst 
— 12 (0 
reciproce Substitution — 24 7 0 erhält. dureh welche sıe ın sıch selbst 
’E—7 
übergeht. Will man auch den letzten Endpunkt überschreiten. so hat man 


noch der an der Linie Q stattfindenden Symmetrie gemäss die Substitution 


— 10 (0 320 
01 0 beizufügen, sodass man ım Ganzen dıe Substitution 24 7 0 er- 
0 — I 00] 


hält, durch welche f in sıch selbst übergeht, genau dieselbe, zu welcher 
die Anwendung der Vorschriften von Il. 5 auf die Form (12, 0, —1) ge- 
führt hätte. Ich bezeichne dieselbe mit V. Bei weiterem Fortgang auf 


der Linie ? findet natürlich völlıge Gongruenz mit dem Ursprünglichen 


statt, insbesondere geht von dem Punkte n == I; uch wie von dem 
i 5 F (7, — 2, 0) 
12 a BE u ’ ' BR | 
Den nach ein und derselben Seite der Linie P hin eine Linie Q ab, 
nach der andern Seite, nachdem die dem Ueberschreiten der Linie P ent- 
— ] 0 0 
sprechende Substitution 0 — 1 0 angewandt worden ist, ebenfalls eıne 
Ü u 
Linie @. Zu allem von / Gesasten gilt das Analoge von Q@. Die Sub- 
—] 00 — 1 00 
stitution Q@- 0—-10.-@"- 0 — 10 bezeichne ich mit W. Man hat 
0 01 0 01 


sich nun nicht nur die ursprünglichen Linien P und @ beiderseits ıns Un- 
endliche fortgesetzt zu denken, sondern auch ebenso die unendlich vielen 
dieselben kreuzenden Linien Q und /, dann die doppelt unendlich vielen die 


letzteren kreuzenden u. s. w., sodass man ein Linien system erhält, welches 


gewissermassen einem in Luft und Erde in der Art verzweigten Baume 
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gleicht, dass der Stamm sowohl als jeder Ast von unendlich vieien dıscreten 
Stellen aus, durch welche derselbe hindurchgeht, je zwei neue Aeste nach 
entgegengesetzten Seiten aussendet, und dass kein Ast mit ırgend einem 
andern in Berührung kommt, ausser dem, aus welchem er entspringt, und 
denen, welche aus ihm entspringen. Der Vergleich hinkt nur insofern, als 
bei mir Alles in einer der Hyperboloidsschale entsprechenden Fläche hegen 
soll, und als dıe Aeste von zweierlei Arten V und W sein müssten, so dass 
die der einen nur solche der anderen Art aussenden. Da die Verzweigung 
allerseits ıns Unendliche fortgesetzt werden soll, so lässt sich durch die 
geeigneten und zulässigen Verschiebungen jedes einzelne Stück der einen 


Art mit jedem derselben Art zur Congruenz bringen. Von jedem Punkte 


des Systems giebt es zu jedem anderen Punkte des:  .n einen und nur einen 
i : ’ ‚ . 12 a 
Weg. Entsprechend giebt es von jedem Punkte, z. B. von dem m 


iE  .. . ’ ’ ze 
zu jedem anderen r dieses Systems eine und nur eine Substitution, ab- 


gesehen von den zulässigen, dem Ueberschreiten der Linien entsprechenden 
Zeichenwechseln ganzer Vertikalreihen. Diese Substitution ist enthalten in dem 
alloemeinen Ausdruck V”- W”.V”. W":... Y’”*. W"-, welchen ich mit & 
bezeichnen will, und in welchem die Exponenten beliebige positive oder ne- 
gative ganze Zahlen, », und w, auch Null sein können. Durch # ist noch 
keineswegs der allgemeinste Ausdruck aller Substitutionen gegeben, durch 
welche überhaupt / ım sich selbst übergeht, denn je von den Mittelpunkten 
der sämmtlichen Stücke von der Art V gehen nach beiden Seiten dieser 
Stücke Linien A aus, welche zu analogen Mittelpunkten ähnlichen Linien- 
systemen angehörender Stücke der Art V führen, und ebenso gehen je von 
den Mittelpunkten der sämmtlichen Stücke von der Art W nach beiden 
Seiten dieser Stücke Linien S aus, welche zu analogen Mittelpunkten älın- 
lichen Liniensystemen angehörender Stücke der Art W führen. Die sämmt- 
lichen hiermit neu eingeführten Liniensysteme stehen weder mit den 
ursprünglichen noch unter einander in Berührung. Auch die von den ent- 
sprechenden Punkten derselben natürlich wiederum ausgehenden Linien Zi 
und 5 verbinden nicht zwei dieser Liniensysteme unmittelhar, sondern 


führen wıeder zu neuen ähnlichen Liniensystemen, jetzt aber nicht zu 


lauter verschiedenen, wie die Betrachtung des oben besprochenen aus Linien 
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P, @, R, S gebildeten Zwölteckes darthut. Von dem ganzen Gebilde kann 
man sıch eine Vorstellung machen. wenn man bedenkt, dass das erstbe- 
trachtete Liniensystem nirgends geschlossene Polygone bildet. sondern die 
Fläche nur in unendlich viele ins Unendliche verlaufende Streifen theilt 
Bei der nächsten oben angedeuteten Entwicklung entstehen in jedem solche: 
Streifen unendlich viele neue natürlich geeignet gekrümmte ebensolche Linien- 
systeme, die ıch mit Z, bezeichnen will. nämlich je eines zu je einem Stücke F 
oder W der Begrenzung des Streifens, je nachdem der Index A gerad: 
oder ungerade ıst. Die unendlich vielen Streifen, welche jedes der neuen 
Liniensysteme ZL, aus dem erstbetrachteten Streifen ausscheidet, sind natür- 
lich wieder ebenso wie dieses zu behandeln u. s. f. Dieselbe Rolle, wi: 
die vollständige Begrenzung eines solchen Streifens, spielt aber auch di. 
äusserste Grenzlinie eines Liniensystems Z/,, welche ja durch die erlaubt: 


Verschiebung des ganzen Gebildes ın eine solche Begrenzung verwandelt 


werden könnte. Von den von dieser Grenze zunächst eingeschlossenen un- 
endlich vielen Liniensystemen ist nun erst ein einziges, das ursprüngliche 
gebildet. Das nächste nach der einen Seite zu fällt mit einem ın analogeı 
Weise zu L,,ı gehörenden, das nächste nach der anderen Seite zu mit 
einem ın analoger Weise zu L, , gehörenden zusammen. 
] () 
Bezeichnet man mit /' und ./ die Substitutionen 01 0. und 


Be 
ei 00 


0 —10 , und setzt „ und Ö gleich O0 oder 1, und, da auch Z und [ 
0 01 
sıch selbst reciprok sind. auch f und x nur eleich O0 oder Il. so entsteht 


durch die Verbindung verschiedener Substitutionen Z- /”.- 2-7". U* eın 
ry\ » . an 2. 1.5 

Ausdruck. weleher alle Transformationen der Form ( en | ın sıch 
| A > ı) 


selbst giebt und zwar jede nur einmal. Nur wenn Substitutionen E sich 


100 
auf die |0 10 beschränken, sind Zusammenziehungen ın Potenzen von 
001 


T-. 4 und U.7T' möglich. Die ın diesem Ausdruck enthaltenen >Sub- 


stitutionen T, U, V, W, welche auch einzeln f in sich selbst verwandeln. 


kann man auch, wie gesehen, ersetzen durch die kleinere Coefficienten 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIl. Heft 2 u. 3. 28 
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besitzenden Substitutionen P, @, R, S, und selbst A und S waren schon je 
durch Verdoppelung einer Strecke entstanden. 
Um das Beispiel der Figur 5 möglıchst ähnlich zu behandeln, be- 
2,-— 15 | | 1 
), bezeiehne die vom Punkte — nach dem 
ri 30 
u 210 
— führende Substitution 1 1 0| mit Q, die der verdoppelten Iınken äusser- 
5 
00] 


l, — 
trachte ich die Form © 


Er zur ] 
sten Grenzlinie entsprechende von demselben Punkt - über den Punkt = 


‘) Z 


mit Ueberschreitung der linken oberen Symmetrieaxe zu seiner Wieder- 


' —4 0 15 
holung = führende sıch selbst recıiproce Substitution 0—1 0 mit AR, 
— ] 0 4 
— 1] 0 30 
die der verdoppelten rechten äussersten Grenzlinie entsprechende 0—10 
— 4 0 11 
mit 5, während die oben mit P bezeichnete Linie wegfällt, so wırd das 
— 21 20 60 
obige T=R, das obige U=Q-S:-Q"= —10 930 , und wieder T-U 
— 4 4 ]1 
— 10 0 — 10 0| 
— U.T. Ich setze wıeder @ 63.9: 0°.) 81 0| = W, so tritt 
060,3 00-1 


an die Stelle des obigen Systems E von Substitutionen einfach W”, an die 
Stelle des entsprechenden Liniensystems einfach eine beiderseits ins 
Unendliche gehende Linie. Im Uebrigen gilt dasselbe wie oben, nur fällt 
auch die dort mit /' bezeichnete Substitution weg. 

Die Figur 3 denke ıch mir, um möglichst ähnlich zu verfahren, um 


1 wo u. 
den Punkt 2 vervierfacht. Längs der verdoppelten untersten Grenzlinie 


t 


seht dann die Form Erz in sich selbst über durch die sıch selbst 
’ ’ 
100] ]1170| |-11 0] 11=10] | 100 
reciproce Substitution 310-010- 01 0. 0 10|-/‘-310 = 
001) 001 00o—ıllo oıl| ooı 
—10 3 Ü 
— 33 10 —= Rt. Die äusserste linke ursprüngliche Grenzlinie führt von 


00—] 
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’ 11 
einem Mittelpunkte achtfacher Symmetrie, dem Punkte z nach einem 


Mittelpunkte sechsfacher Symmetrie, welcher, was auch ın früheren Fällen 


nieht störte, kein Punkt : ist. Er ist ein Spaltungspunkt {= n=0 des 
100 1060 
Feldes der durch die Substitutionen ‚0 —11 und 101, ın sich selbst 
'1—10 —110 
3, —2, —2 
übergehenden Form (, e “). Die dieser Grenzlinie entsprechende 
Ii997 Iı 1 373 
Substitution ıst 210. 010, oder, wenn man, um die angegebene Form 
201 001 
1 00 | 01 
zu erhalten, noch die Substitution 0 10 beifüst, de 2 12, die ıch 
0 —11 2 —15 


mit @ bezeichne. Dem Ueberschreiten der obersten Grenzlinie in der ge- 


zeichneten Figur, dem Uebergang in den zweiten Sextanten, entspricht 


— 100 
ia ; 1 
dann die Substitution —101 . Von dem ursprünglichen Punkte — ge- 
— 110 


langt man nun zu seiner ihm ın der vervierfachten Figur dıametral gegen- 


über liegenden Wiederholung auf zwei Wegen, welchen, wenn ich wieder 


108 1232] 
R=T und Q:-101.-Q"= —3386)— U setze, wieder die mit 
118 — 2263| 


einander identischen Substitutionen T-U und U.T entsprechen. In das 
dem bisher mit E bezeichneten analoge Liniensystem trıtt auch hier wie 
ım vorigen Beispiel nur eine einfache Linie, die @, ein. Dieselbe seht 


I 11 
aber hier von jedem Punkte , aus nach vier, von demj genannten Spal- 


tungspunkte und seinen Wiederholungen aus nach drei Richtungen hın, und 


| VO 
eine Substitution # entsteht offenbar, wenn ıch die Substitutionen 0 —1 ] 
ei 
Tau Mi An — ] 00 —1 0 0 
er 9, 0—10/und 0 0—1 mit, /, 4 und ‚1 bezeichne, 
I: 0: e: 03 Der 0 
und o gleich 1 oder 2, y, d und A gleich 0 oder 1 setze, durch die Zusammen- 


28 
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setzung verschiedener wie /7 1% 1 Q@ 3° Q7' gebildeter Substitutionen und 
schliessliche Beifügung noch einer Substitution /” 4° 4. Auch hier wie 
beim ersten Beispiel hat dieses Liniensystem die Eigenschaft, dass bei auch 
ıns Unendliche fortgehender weiterer Verzweigung die einzelnen Zweige 
niemals später wieder zusammentreffen. In den unendlich vielen Flächen- 
streifen. in welche durch dieses System die Fläche getheilt wırd, liegen 
i BB, ,; 
auch hier wieder neue solche Systeme, da ja von jedem Punkte In je- 
dem der vier an ıhn stossenden Streifen eine Linie $ ausgeht. Aber, wie 
die betrachtete vervierfachte Figur zeigt, liegen der ganzen Begrenzung 


eines solehen Streifens nur die äussersten Linien ein und desselben anderen 


O 


solchen Systems gegenüber. Wıe oben lassen sich diese äussersten Linien 
zusammen auch selbst wıe dıe Begrenzung eines solchen Streifens ansehen. 
nis von | 11,—1,—1 . 
Ein Ausdruck, welcher alle Transformationen der Form | 0 - n) In 
sich selbst giebt, ıst also jedenfalls der 4, -R-&,-R- E,-R.---, welcher 
noch durch die Eigenschaft T-U= U.T ın eine solche Gestalt gebracht 
werden kann, dass er jede Substitution nur einmal giebt, indem man, so 
oft in einer Substitution # die letzten Factoren AQ > @" sınd, also 
zusammen U geben, den Factor AR vor diese Factoren rücken kann. 
Wenn A—1 auf einander folgende Substitutionen Z einfach 7 


sind. so trıtt natürlich die Ate Potenz der Substitution RZ: Il = 


10 30 
33 10 0 auf. 
0 01 
D 2 | | 
Bei der Form (0 0 0) Fıg. 4. reicht ausser den der achtfachen 


Symmetrie derselben entsprechenden Substitutionen /, / und 1 eine ein- 


zıge der verdoppelten äussersten rechten Grenzlinie entsprechende sıch selbst 


00 1-11 0 100 —21 0 
reciproce Substitution = 110: 01 0.-110=|—-32 0 
001 00—1 , 001 00—1 


hin, um einen allgemeinen Ausdruck für die Transformationen dieser Form 
in sich selbst zu bilden. Dieser Ausdruck, welcher einfach durch Zusam- 


mensetzung verschiedener Substitutionen /'7 1° 4 T entsteht, lässt sich in 


solche Gestalt, dass er jede Substitution nur ein mal giebt, durch Benützung 
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des Satzes bringen, auf welchen die zwölftheilige Symmetrie am Punkte * 


hinweist, dass nämlıch die sechsmalige Wiederholung der Substitution 7 - A 


20 —] 
— 30-—2 Identität sıebt. Wollte man mit den beı den bisherisen Bei- 
0] 0‘ 


spielen betrachteten Liniensystemen # das gegenwärtige aus den Linien T. 
Y re] } ‚) 1a nor 1 7 > P k > / ‘ 3 \ »} oehildete rar. 
von welchen je vıer ın einem KZunkte zusammenstossen, gebildete ver 
oleichen, so würden also hier von den von einem Punkte ausgehenden 
Stücken je die dritten einander zugelegenen wieder mit einander ver- 
wachsen sein. 

Substitutionen wıe die bisher mit Z bezeichneten giebt es offenbar 


(L. b. Bu 


| ). Ein Jeispiel einer Klasse. ın weleher keine solche 
0, 0,0 


für jede Form | 


Form vorkommt, ist das ın Fig. 2. behandelte, Ich bezeichne jetzt mit f 


20 —] 
die durch die Substitution 01 0 aus der oben mit f bezeichneten 
I—10 1 
(\ ir ar hervorgehende Form r z 2 —,) und suche ıhre Trans- 
> LD 0 
formationen ın sich selbst. Die Substitution ?= —11 0 führt von 
59.1 


1. 2 F (1,0, 0) N | | 
dem Punkt — = ——— zu dem jenseits einer nicht gezeichneten Sym- 
2 "F(,0,0) ! | 


2 7c1,® 
metrieaxe gelegenen symmetrischen Punkt — = und von diesem 


2° F(,0,0) 


zu dem auf dem gezeichneten Umfang der Figur folgenden Punkte > 

I00 —1—1l2 100 —5 —12 

führt die Substitution S= 010: 0-10: 010= 0-10. 

103 0—11)}|. —10]1 —4 —2353 

Die Figur zeigt, dass die Substitution A - S nach dreimaliger Anwendung 
—] 00 

Identität giebt. Bezeichnet man die Substitutionen 0 —10| und 
0 0 ] 


Er u 
0 1 0|, welehe dem Ueberschreiten der zweierlei gezeichneten 
0 °0—1 
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Symmetrieaxen entsprechen, mit / und &, setzt ! und g gleich 0 
oder 1, und fügt ın allen möglichen Reihenfolgen Substitutionen 
R, S und .£°, $P zusammen, so erhält man hierdurch einen Ausdruck für 
alle Transformationen der Form f in sich selbst. Die Relationen 24 = 
ARRSb=8 4A4bb=dA4A, R = NS = f=#’—=1 zeigen, dass 
man dıe Substitution ./ immer so weit von rechts nach links schieben 
kann, bıs sie unmittelbar nach 5, ebenso die &, bis sie unmittelbar nach 
RR zu stehen kommt, sodass dann der ganze Ausdruck ausser dem Anfangs- 
190 


factor I $b# ‚nur noch positive Potenzen von Ro = 120. I1 = 
00] 


0 10) enthält, unter welche noch Verbindungen von A und S alleın eın- 
1423| 
gestreut sein können, von welchen aber wegen der Relation (A 5)’ = 
100 
010 alle ausser RA, SS, RS, SR, RSR entfernt werden können. 
VOII 

Diese Beispiele werden hinreichen, die schon bei den einfachsten 
Formen auftretende Mannigfaltigkeit zu zeigen, welche mir dıe Aufstellung 
einer alle zugleich umfassenden Formel zur Zeit unthunlich erscheinen 
lässt, womit ich nicht läugnen will, dass eine gewisse Olassıfication möglich 
wäre, welche jedoch vıel complieirter sein wird, als die analoge u. A. die 
Krystallsysteme gebende Olassıfication bei den positiven Formen. 

In den schon angeführten Abhandlungen von Hrn. /Zermite, dem Ent- 


decker der reduction continuelle, ist als Satz 1 S. 312 (dieses Journal 


a P 
Band 47) ausgesprochen, dass, wenn durch die Substitution S= e, ?, 7, 
Gy B2 Yo 
a —t, 8 j 
die Form f in sıch selbst übergeht, die Gleichung '«, „ A—h y — (0) 
| et 3 Pag 3 Ya 
eine Wurzel #, = 1 besitzt, oder, was dasselbe ıst, dass die Summe der Ele- 


mente der Hauptdiagonale der gegebenen Matrix @« + 2, —+ ys gleich ıst 
der analogen aus Elementen der Matrix der adjungirten oder der inversen 
Substitution gebildeten Summe. Ein einfacher nur durch Druckfehler ent- 


stellter Beweis wurde von Hrn. Cayley (dieses Journ. Bd. 50 5. 291) gegeben. 





ID 
DD 
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Ein anderer Beweis wurde von Hrn. Bachmann (dieses Journ. Bd. 76 8.535) ge- 
geben, ein anderer würde sich auch aus meinen Entwickelungen sehr leicht 
ableiten lassen. Da nun für jede Wurzel ? dieser cubischen Gleichung 


Verhältnisse zwischen drei zugehörigen Zahlen 4, u, » angegeben werden 


können, welche identischi a +uy+ vrz=t(1@—+ uy — vr z') machen, 
100 

so müssen, wie Satz Il von Hermite besagt, wenn S"—= 010 und n die 
001 


kleinste Zahl von dieser Eigenschaft ıst, die zwei anderen zu einander 
reciprocen Wurzeln , und t, der eubischen Gleichung primitive nte Wurzeln 
der Einheit sen. Als Werth von » ist jedoch auch 6 möglich, wie meine 
Entwickelung S. 190 und das S. 220 besprochene Beispiel der Form 
3. —1, 
lo 0, 


möglıch sind, kann man auch ohne meine Entwickelungen dadurch erkennen. 


4 ’ 
„) Feist. Dass keine anderen Werthe von n als die 1, 2, 8,4, 6. 


) 


dass, während nach der Gleichung + (1 — e — A —7)t+1=U0, dıe 
für 4 und 4, gilt, die Werthe 1,0,1,2,5 von «+ Pı +7 für t, und 
t, bezüglich primitive 2te, Ste, 4te, 6te, Ite Wurzeln der Einheit geben, bei 
allen anderen ganzen Werthen dieser Summe Z, und £, reeil und auch von 
+ 1 verschieden werden. Es war offenbar Hrn. Hermites Absicht, diese zu 
den verschiedenen Zahlen 2 gehörigen Substitutionen, welche das Analogon 
sınd zu den bei den transformations semblables der ın lineare Faetoren 
zerlegbaren Formen, oder, was dasselbe ıst, bei den complexen Einheiten 
vorkommenden einfachen Einheitswurzeln, von seinen übrigen Untersuchun- 
gen auszuschliessen. Denn im Falle n=2, also , = t, = — 1, auf welchen 
auch die von Hrn. Cayley a. a. OÖ. 8.295 gegebene Formel nicht anzuwenden 
ıst, da ın diesem die dort mit 5 und Ü bezeichneten Coefficienten auch 
von Null verschieden bleiben können, würden die Gleichungen (5.) 8. 309 
(dieses Journal Band 47) nicht die allgemeinsten der Gleichung (4.) genü- 
senden sein, weil dann die Determinante des Üoefficientensystems, mittels 
dessen nach meiner Bezeichnung 2 + x, y—+ y', z2—+ z’ durch «, y, ! aus- 
gedrückt werden, gleich Null ist, dann würde auch der Satz S. 324 nicht 


gelten, dass nicht T- U= U.T sein könne, ohne dass beide Substitutio- 





nen Potenzen ein und derselben Substitution sınd, und für n = 3. 4, 6 lassen 


sıch zwar die sonst gültıgen Formeln anwenden, es kann aber bei den dann 
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complexen Werthen von Z und t, nach den 8. 318 von Hrn. Hermite für die- 
selben gegebenen Ausdrücken die dort mit ybezeichnete, bei mir mit — FÜ, u, v) 
zu bezeichnende Grösse nicht positiv sein, wie auch Herr /ermite selbst 
5.511 als die Eigenthümlichkeit emes negativen Werthes von y, dort N, 
angıebt, dass bei ıhm die Substitution oder, wie ich der Deutlichkeit wegen 
hinzufügen möchte, eine Potenz derselben identisch ıst. Die Hermiteschen 
Formeln kommen ım Wesentlichen zurück auf die auch bei nichtreducirten 
Formen nıcht wesentlich zu modificirenden oben S. 197 betrachteten Wieder- 
holungen des numerischen Werthes von a in Gebieten von nach meiner 
Bezeichnung negativen Coefficienten A. Sie geben auf die leichteste Weise 
die einzelnen substitutions semblables. Nur um die Gesammtheit derselben 
und ıhre gegenseitige Abhängigkeit zu erkennen, ist die Betrachtung der 
(ebiete positiver Coefficienten A und «a nützlich wegen ihrer Eigenschaft 


sich gegenseitig auszuschliessen. 


u I + 
. ‘ u ! . . Ey v 
Die Grösse @« + Pı + y. hat die Eigenschaft, wenn | 1 7ı, eine 
» 
Oo PD N; 
- i - Ä - 


zusammengesetzte Substitution ıst, und die Reihenfolge der Componenten 
derselben geändert wırd, ungeändert zu bleiben, da sıe sich als 8, I, Pos 4. 
darstellt, wenn 92, und gs die Elemente der Componenten sind. 
Diese Grösse oder eine geeignete Function derselben, z. B. et Pßı u Dark 
oder den Modulus oder den reellen Theil des Logarıthmus einer der beiden 
Wurzeln der Gleichung ?— (e + fı +y—-Dt+-1=0 kann man 
deshalb in gewisser Weise als Mass für den Rang einer Substitution an- 
sehen, was besonders einfach und sachgemäss bei Ausschluss der mehr- 
besprochenen wie Ausnahmen anzusehenden Substitutionen wird, für welche 
n —= 2,8, 4,6 ıst. Nach dem oben angeführten Satze besteht je nach der 
Wahl dieses Masses zwischen dem Range einer Substitution und dem ihrer 
inversen oder adjungirten Gleichheit oder eine andere einfache Beziehung. 
Die Aufgabe, alle Substitutionen, durch welche f ın sich selbst übergeht, 
durch einige von einander unabhängige vom absolut kleinsten Range aus- 
zudrücken, welche der Zurückführung aller ähnlichen Substitutionen bei binären 
Formen auf die einer einfachen Periode oder der kleinsten Lösung der Pellischen 


Gleichung entsprechende analog ist, ist offenbar ım Obigen bereits gelöst. 
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f) Die Formen. durch welche sıch die Null ratıonal darstellen lässt 


Bei diesen Formen, von welchen ıch den Fall 7=0 zunächst noch 
ausschliesse, bleibt die Definition reducirter Formen und die. Kintheilune ın 
Felder und Gebiete bestehen. Nur kommen, wenn unter den Zahlen «. b. ce. d 
selbst die Null vorkommt, zu den S. 190 besprochenen Werthen von 7 und den 
entsprechenden Substitutionen noch weitere hinzu, indem dann von deı 
Zahlen VE h, k, /. m, nn vier == U werden können. und können dıe Felde: 
redueirter solcher Formen ins Unendliche reichen. lch will hier keine be- 
sonderen Entwickelungen mehr machen, sondern nur die völlig ausreichen- 
den allgemeinen Principien unmittelbar, zunächst auf das ım Gawssischen 
Nachlass (Werke Band Ill. 5. 311) behandelte Beispiel der Form f > | 
— f anwenden, das einzige mir bekannt gewordene, bisher von irgend Je- 
mand behandelte Beispiel einer ıindıfferenten ternären Form. Dasselbe ist 


so einfach, dass sich die nach meinem früher benützten Prineip zu stellend: 


Zeichnung auf die Hälfte eines einzigen Feldes beschränken würde. Denn 
] 00 ] 
das Feld der durch die Substitution  — 1 01 0 aus f hervorzehe 
() 1 oO | 
0 Ö lı —| 
r | u | | | Di n 
den Form Fi nn ' N Ist zu sıch selbst symmetrisch entsprechend 
() 
1007 
der Substitution —1010, und der Axe „=[, und ist durch jede seine: 
— I BD 


drei Grenzlinien. von welchen nur eine ın ıhrem ganzen und eine ın ihrem 
halben Verlauf zu betrachten ist, von einem ıhm symmetrischen Feld »e- 


trennt, nämlich zunächst durch das von [=0 bis T=—+ » reichende Stück 


der Linie „= 0 von dem Feld der mit ıhr numerisch übereinstimmenden 
— ] 00] 

durch die Substitution 0 —1:01 aus ıhr hervorgehenden Form. Längs 
—2 011 

dem vonn»=0, S=+x» bis „={=YV} reichenden Stück der Lini 

2n£==1 ist nach (11.), und da 5, », 5 positiv sind, „+ S=5. Setzt man 

dem Ueberschreiten der Grenzlinie entsprechend „+ I =5-+ , so ıst 
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+ bein) -I1=UE— Wr N, 


= — dd’, m = 2 — DI + 0°. Um diesen bei den früher behandelten 


Formen nicht möglich gewesenen Fall zu behandeln, hat man nach Vor- 


1 —]1 0 0 
schrift von 8. 168 zunächst die Substitution 0 — 1 01 .ın welcher nur 
(0 0—1] 


die Reihenfolge der Verticallinien willkürlich ıst, anzuwenden, welche an 
Stelle der Summe — 4, — h — fh — bh —m—ın, eine um h,, die grösste 


der Zahlen a, b,. f, I, m. n,. kleinere bringt, und dann, weıl der an Stelle 


010 —1] 
von f, tretende Coefhicient allein positiv wird, die Substitution — 101] 0|, 
001 —1} 
Iil—1l—] 
also ım Ganzen auf f, die Substitution 10—1 0. Da mn der ent- 
00 —] l 
stehenden Form, die ıch % nenne, % = — I, hd, = 25 — DW, 
f,—— 2 (S—1,)d Ist, woraus zu erkennen ist, dass ıhr Feld ın die Linie 2,,[==1 


desenerirt, hätte man noch weitere Substitutionen anzuwenden, zunächst 
wieder eine, welche bs ın — bh, verwandelt, man sıeht jedoch voraus, dass 


man ım vorliegenden Falle eines positiven Werthes von d, wenn man erst 


l 0 0 
die Substitution 0 —1 0, vorausgeschickt hat, dieselbe Substitution zur 
00-1 


weiteren Reduction anwenden kann, welche ım Falle eines negativen Werthes 


von.‘ die Form f; ın die /, verwandelt hätte, nämlich die zur oben ange- 


| 0 1 —10 „he | ee 
gebenen inverse |11 —1 00,, welche, da die Form f = Er- g a A durch 
“ Se As, 
| 0 0 
die Substitution 0 —1 0 numerisch nıcht geändert worden ist, eine mit 
0 0 —] 
der Form f, numerisch übereinstimmende Form hervorbringt, welche also 


a 
aus ihr durch die Substitution 01 —2 hervorgeht. Aus den gefunde- 
00 —1 
nen drei sich selbst reciprocen Substitutionen sind alle Substitutionen zu 


bilden. durch welche f, in sich selbst übergeht. Lässt man ıhnen die Sub- 
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l VO 
stitution — 1 0 1| vorausgehen und dıe ınverse folgen, so erhält man die 
0 —10 
—] 0 0 —10 0 ) ) 
Substitutionen 5 = 0 0-1. T= 01 > Ä ) 


; Bi 2 9 
durch die sich alle Substitutionen bilden lassen, durch welche die Forn 
"270, DINER, ERREBERN | en 
Io. 0. Ki in sich selbst übergeht. Der allgemeine Ausdruck diesen 
Substitutionen lässt sich ın eine Gestalt bringen, dass er jede nur einmal 
siebt, mittels der für die drei erstgenannten und ebenso für die Substitu- 
tionen 8, T, U geltenden Relationen S: UV = U.S STSs T=-TSTSs 
welche aus der vier- und achttheiligen Symmetrie hervorgehen, dıe an deı 
zwei ım Endlichen gelegenen Durchschnittspunkten der betrachteten dre 
Symmetrieaxen stattfindet. Die Symmetrie an dem dritten im Unend- 


lichen gelegenen Punkt ist eine unendlichtheilige. Dass das von Gauss ge- 


oebene Üoefficientensystem 


(a? _ 7 - — y ie 0°), (ee Be FR 22 u A 0?), a, DEE r A 
W = (a? — ht + yt— 0°), l(a® — 5° y?—0°), 07 
apß—+yo6 aß— yo .aed-+ 
ad ’ | 
in welchem — 1 ist und entweder zweı der Zahlen «, >, y, d ganz und 
ei | 
d 
verade, zwei ganz und ungerade sind, oder alle vier ungerade Multipla von 
BE 2 m. | a 
v4 sind, in der That die Transtormationen der Form ” ) in sıcl 
2 k 0. 0’ 


selbst giebt, natürlich mit Ausschluss derjenigen leicht aus den anderen ab- 


zuleitenden, welche einen negativen ersten Goetficienten haben, folgt daraus 


a8 a ıi x3 
dass zunächst, wenn man für die Zahlen z oder | | 
ve \ = 4/3 | 
d ı »2 p) 
setzt, das Coefficientensystem mit dem der Substitution (S TS It 
3 = 3 10 0 
—2—1 +22 oder ST)+Hl= |0 0+1) übereinstimmt, während, wenn 
> = DEE 1 BI () 


man « mit d, 3 mit y vertauscht, aus W das System 7°: W. 7’ hervor- 
seht, welcher Relation man eine Reihe ähnlicher auf Vorzeichenänderungen 


und andere Vertauschungen unter «, 9, 7, Ö gegründeter an die Seite 


20o%# 
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r & D . s A . a 

stellen könnte, z. B.. dass, wenn man ın .. die zweı Horızontalreihen mit 
„08 


/ 


einander vertauscht und in einer derselben die Vorzeichen ändert. 


1 0 () 
Wın Ws TST=-W0-1] 0 übergeht. Einerseits lassen sich nun 
( | 


alle Reihenfolgen von Factoren 8, T, U durch STSU, ST und die 
vleichzeitige Voraus- und Nachsetzung von T ausdrücken, abgesehen von 


einem Factor 7, welcher am Anfang oder Ende überschüssig sein kann. 


) 


. i lad» . 
Andererseits lassen sıch alle Systeme | der ersten und zweiten Art aus 
. Iv «( 
d 
N - % 1 231 | ı zy4 
den einfachen Svstemen i und Age ‚| zusammensetzen ın der 
n | v3 v2 


Weise wie bei Zusammensetzung von Substitutionen, sowie auch umgekehrt 


die Zusammensetzung beliebiger solcher Systeme wieder solche Systeme 


’ ' I" 9) a 5 
stebt. und ist leicht zu sehen, dass, wenn eın System | _ = “e 
| , ar I7 0| 

ist, das entsprechende System W"—= W'.W ist. 
6, - 
1, — 1, — 47 


Für ein weiteres Beispiel, die Form | ) möge die Fig. 6. 
or DE 


0,0, 
allein sprechen. Die Grenzen der Grebiete positiver Üoefficienten A sind 
daselbst durch verstärkte glatte, anstatt wıe bisher durch geschlängelte 
Linien bezeichnet. Unter den äusseren Grenzlinien sind nur sechs Axen 
zweitheiliger Symmetrieen. Jenseits der fünf übrigen wird die Fortsetzung 
erhalten durch Drehung derselben um die auf ıhnen durch Kreuze bezeich- 
neten Mittelpunkte zweitheiliger Symmetrieen, von welchen der im Gebiete 
von «== 2 gelegene Mittelpunkt unter Ill, d, 6 fällt, die übrigen unter 
Ill, d, 8 fallen. 

Im Falle 7/=0 folgt aus b=f=0 wegen al = 0, dass entweder 
aa m de h=k=0 also jJ= (b, 9, C) ist, oder \=Z=A-—H 
—=K=0 ist. Bezeichnet in dem zweiten Falle r den grössten gemein- 


oO 
| as, ' k? h? 
samen Divisor von Aundk, q den von dund c, so ist b=g:—,c=4- —, 
r w 


hko, k ng 
y=47,/=ar+2re(yt— +4 


! 


k 


r 





h . l 
y+ 3 ”. In beiden 
E 
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Fällen wird also die reducirte indifferente Form f eine binäre Form und 
zwar eine indifferente oder eine negative, sodass f selbst eine ındıflerente 
oder eine nicht positive Form zu nennen ıst. Denn bezeichnet man f mit 
(b, g, c), so könnten, wenn (b, g, c) eine positive binäre Form wäre, di 


Reductionsbedingungen durch keine positive Form (b, g, c) erfüllt werden. 


Würzburg. Juni u. December 1879. 


EEE 
Druckfehler: 

| 0 0 

Seite 189 Zeile 16 soll die erste Substitution heissen: 0 — 1 0 

u wen 


Seite 197 Zeile 9 von unten ist das s im Nenner überflüssig. 








Die Steinersche Auflösung der Malfattischen 
Aufgabe. 


(Von Herrn H. Sehröter ın Breslau.) 


D:: Autgabe: - In ein gegebenes Dreieck drei solche Kreise hınein- 
zulegen, dass jeder derselben die beiden andern und zweı Drevecksseiten 
gleichzeitig berührt,“ scheint zuerst von Jacob Bernoulli *) tür den beson- 
deren Fall eines gleichschenkligen Dreiecks „elöst zu sein. Ihren Namen 
führt sıe nach dem italienischen Mathematiker Ma/fattı >), welcher ım 
Jahre 1803 eine Auflösung des allgemeinen Falles gab, indem er für die 
Radıen der gesuchten Kreise verhältnissmässig einfache Ausdrücke auf- 
stellte und dieselben construirte. In den @Gergonneschen Annalen °?) als 
Problem vorgelegt fand sie eine Auflösung durch die Redacteure selbst *), 
deren Ausdrücke für die Radien aus umständlichen algebraischen Rech- 
nungen hervorgingen und weniger einfach waren, als die Malfattischen. 
An «demselben Orte finden sıch auch damit zusammenhängende Berech- 


nungen von Tedenat 5) und Bridone $). Eine neue durch Einführung trı- 


P4 


vonometrischer Grössen vereinfachte Lösung gab Lehmus ?), der sich ähn- 


liche mit mehr oder minder Eleganz ausgeführte Rechnungen von Crelle ®) 
und (@runert ®) anschlossen. 


Eine neue Epoche ın der Geschichte dieses Problems trat ein. als 


1 


') Jacques Bernoulli, Oeuvres completes, Geneve 1744, tome I., p. 303. 
?) Mem. di Matematica e di Fisica della S. I. delle scienze, Modena 1803, 
tomo X parte ]., pag. 235. 

’) Annales de math@matiques pures et appliquees par Z. D. Gergonne et Th. 
Lavernöde, tome 1., p. 196. 1810 et 1811. 

‘) Ann. de math. t. I p. 343, t. II p. 60, 

) Ann. de math. t. II p. 165. 
°) Ann. de math. t. II p. 374. 
) Ann. de math. t. X p. 289 und Anhang zu Lehmus’ Lehrbuch der Geo- 
metrie, Berlin 1820. 

») (relle, Sammlung mathematischer Aufsätze Bd. I, Seite 133. 

') @Grunert, Supplementband zu Alüyels Wörterbuch Art. „Anwendung der 
Analysıs“ 
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Steiner !) 1826 eine rein geometrische Lösung und eine Verallgemeine- 
rung der Malfattischen Aufgabe mittheilte. Diese bewundernswürdige, 
durch ıhre ausserordentliche Einfachheit alle früheren Auflösungen bei 
Weitem übertreflende Construction gab er jedoch ohne Beweis, und eın 
solcher schien lange der Anstrengung der Greometer zu spotten, denn die 
von Zornow ?) gegebene Verification der Steinerschen Construction, deren 
Kern eine aus metrischen Beziehungen und algebraischen Umformungen 
hervorgegangene Gleichung ıst, entspricht nicht dem Sinne der reinen Greo- 
metrie und noch weniger der Einfachheit der Construction selbst. Auch 
die ım Wesentlichen mit der Zornowschen übereinstimmende Darstellung 
von Adams ?) stützt sich zumeist auf Rechnung. 

Die Steinersche Verallgememerung des Problems wurde für eine 
Reihe von Analytikern der Ausgangspunkt neuer Untersuchungen, welche 
sich bis in die neueste Zeit erstrecken; man sehe die Arbeiten von Schell- 
bach *), Cayley’5), Ulebsch®), Mertens) u. A. Aber eine rein-geometrische 
Herleitung der Steinerschen Auflösung ıst, soviel ich weiss, nur zwei Mal ver- 
sucht worden, Der erste Versuch dieser Art rührt von Pläcker *) her, 
welcher sıch in zwei Arbeiten mit «ıesem Gegenstande beschäftigt. Doch 
selingt es ıhm nur, den einen heil der Uonstruction auf synthetischem 
Wege nachzuweisen; der andere Theil wird ın einer Note durch algebraisch- 
analytische Rechnungen erhärtet, welche m gar keinem inneren Zusammen- 
hange mit den Betrachtungen des Textes stehen, so dass er selbst einen 
„einfachen rein-geometrischen Beweis für wünschenswerth“ erklärt. Eine 
wirklich rein-geometrische Ableitung der Steinerschen Construction für das 


Malfattische Problem hat Andrew S. Hart?) gegeben, der indessen seine 





!) Steiner, „Einige geometrische Betrachtungen“, (relles Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 1 S. 178. 
?) (relles Journal Bd. X, S. 300. 
') Adams, das Maljattische Problem, Winterthur 1846. 
‘) Crelles Journal, Bd. 45, S 91 u. 186. 
°) Cambr. and Dubl. math. Journal t. IV p. 270. 
Quarterly Journal vol. I, p. 222. 
Analytıcal Researches, connected with Steiners Extension of Malfattıs 
problem by A. Cayley, London Academy 1852. 
6) Crelle-Borchardtsches Journal Bd. 53, 5. 292. 
") relle-Borchardtsches Journal Bd. 76, 8. 92. 
e (relles Journal Bd. XI, S. 117 u. 356. 
*) Quarterly Journal of mathematics vol. I, p. 219. 
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Herleitung selbst „a tolerable easy proof of the truth of his result“ nennt; 
und ın der That erscheint sie mehr als eine auf die Steinersche Gonstruc- 
tion angepasste Verification, indem sie sich nicht auf die in der Sterner- 
schen Abhandlung aufgestellten Sätze aus der Kreistheorie, sondern vielmehr 
auf einige ad hoc vorausgeschickte Lemmen stützt. Steiner leitet aber seine 
Construction mit folgenden Worten ein: „Um die Fruchtbarkeit der in den 
Paragraphen (I, II, III) aufgestellten Sätze an einem dazu geeigneten Bei- 
spiele zu zeigen, fügen wir die geometrische Lösung und zugleich die Ver- 
alloemeinerung der Malfattischen Aufgabe, jedoch ohne Beweis, hinzu*. 
Wenn nun hierzu Plücker bemerkt: „Diese Worte könnten demjenigen, der, 
wie ıch von mir bekennen muss, keine Idee davon hat, wıe die Oonstruc- 
tion jener Aufgabe, dem Wesentlichen nach, auf den ın den angeführten 
Paragraphen entwickelten bekannten Sätzen über Chordalen, zugeordnete 
Pole und Aehnlichkeitspunkte beruhen möge, den Gedanken aufdrängen, 


dass die gegebene Uonstruction nicht bewiesen sei“, wenn derselbe kurz 


. 
vorher sagt: „Um bis dahın meinerseits den Schein zu vermeiden, irgend 
eine Behauptung unbewiesen gewagt zu haben, füge ich in dieser Note den 
obigen Beweis hinzu* — so liegt hierin nıcht blos eine Entschuldigung 
seiner schwerfälligen algebraischen Entwickelung, sondern auch ein Zweifel, 
ob wirklich die Sfernersche Construction aus dessen vorausgeschickter Kreis- 
theorie entspringe. 

Die folgende Mittheilung ıst bestimmt, diesen Zweifel zu beseitigen 
und darzuthun, wıe allein aus jenen elementaren Betrachtungen der Sterner- 
schen Abhandlung und ohne alle weiteren Hülfsmittel naturgemäss und 
einfach die Steinersche Construction der Malfattischen Aufgabe, sowie die 
Verallgemeinerung derselben ohne jede Rechnung hervorgeht. Möge noch 
die ausführliche und für den Leser bequeme Darstellung, welcher leicht 
hätte eine knappere Form gegeben werden können, aus dem Grunde Ent- 
schuldigung finden, weıl es wünschenswerth erschien, nıcht blos dem 
gewandten Synthetiker, sondern auch dem Anfänger, welcher nur die 
Steinersche Abhandlung studirt hat, ein leichtes Verständniss zu bereiten. 

Nachtrag. Als die nachfolgende Arbeit bereits in den Händen der 


Redaetion dieses Journals sich befand. wurden dem Verfasser durch das 


inzwischen erschienene vierte Heft des VI. Bandes von Ü. Neumanns 








) 
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Mathematischen Annalen zweı neue Behandlungen des Ma/fattischen Pro- 
blems bekannt, welche ebenfalls rein-geometrischer Natur sind und auf die 
Steinersche Construction führen. Die erste derselben von Herrn Ayfo/ter ! 
behandelt vorzugsweise die erweiterte Aufgabe für em Kreisdreieck und 
geht von eigenthümlichen Hülfssätzen aus, welche wesentlich abweichen vo: 
den in der Steinerschen Abhandlung zu Grunde gelegten Prineipien deı 
Kreistheorie. Die zweite. auf welche dıe Redaction der Mathematische: 
Annalen aufmerksam macht, von Herrn Brnder 2) gelangt durch eine län 
gere Reihe von einfacheren Problemen schliesslich zur Steinerschen Con- 
struction des Mal/fattischen Problems; auch diese Behandlung ist von deı 
in den nachfolgenden Blättern gerebenen gänzlich verschieden. Sie erstreckt 
sıch ausserdem ın schulgerechter Form auf eine genaue Discussion alleı 
möglıchen verschiedenen Fälle der Auflösung und enthält eine Menge lite- 
rarıscher Notizen und kritischer Bemerkungen von Interesse. Trotz diese: 
neueren Publicationen glaubt der Vertasser seine Behandlung des Problems 
nicht unterdrücken zu sollen. hält es aber für seine Pflicht. den obiseı 


Literatur-Nachweis dureh die Anführune derselben zu vervollständisen 


#» Wenn sıch dreı Kreise a) (d C) Paal'- 
weise ausschliessend berühren: 
(b) und fe) ım Punkte 
ge } N ) 
1% .. dl FR . ) 
(a) . @) = . 
. \ / \ ‚ / 
e und man verbindet die Berührungspunkte «7 durch 
eine Sehne, welche die Kreise (@) und (b) ausser- 
a h 2 
Yy— dem noch ın «e und 7° trıflt. dann sind die vier 
Er Punkte « 3 «' 7’, welche auf einem durch den äusse- 


ren Aehnlichkeitspunkt der Kreise (a) und (5) 
gehenden Aehnlichkeitsstrahl liegen, nicht nur paar- 


’ 


weise „potenzhaltend“, nämlich « und ;», ebenso « und 7, sondern auch 


1) Mathematische Annalen von €. Neumann Bd. VI 8.591. 
2) Das Maljattische Problem von Prof. Binder, Tübingen 1868. 
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paarweise „ähnlich liegend“, nämlich « und «', ebenso 3 und ß'; es sind 


) 


daher die Radien @«@ und b« parallel, ebenso @/3 und 5 5’ parallel; schnei- 
den sıch daher die Radien a« und 57’ in dc, so ist cd‘ der Mittelpunkt 
eimes neuen Kreises, welcher (a) und (5) gleichartig in den potenzhaltenden 


yr 3 ' ! 


Punkten @ und 5° berührt, also de'=d,75'= dem Radius dieses neuen 


I 


Kreises (C); da aber cacb ein Parallelogramm ist, also de gleich der 
Summe der Radıen der Kreise (a) und (c), ferner 5,3’ der Radius des 
Kreises (b), so ıst 3c, der Radius des neuen Kreises (ec), gleich der 
Summe der Radıen der drei gegebenen Kreise. Ebenso folgt, wenn wir 
ey und 9y an dıe Stelle von «3 treten lassen, dass wir zwei neue Kreise 
a) und (Db’) erhalten und dass alle drei denselben Radius haben. Wiır 
erhalten daher folgenden neuen elementaren Satz: 

Wenn sıch drei Kreise (a)(b)(e) paarweise ausschliessend berühren: 

(b) und (c) im Punkte « 

Be vi 
(a) (b) z 
und man zieht die Secanten : 

7 ay Y; 
welche den Kreisen ausserdem ın den Paaren von Punkten: 

a 7 ey By" 

begegnen, so giebt es drei neue Kreise, welche die gegebenen paarweısı 
in den drei letzten Punktenpaaren berühren. Diese drei neuen Kreise 
sind gleich gross und haben zum Radius die Summe der Radıen der drei 
gegebenen Kreise. 

Den soeben erhaltenen Satz verallgemeinern wir vermittelst des 
Princips der Transformation durch reciproke Radıen *). Dieses bekannte 
in neuerer Zeit so vielfach und mit so grossem Erfolge angewendete Princip 
wurzelt in den elementaren Eigenschaften der „potenzhaltenden Punkte“, 
der „gemeinschaftlichen Potenz zweier Kreise“ u. s. w., welche Steiner ın 
der oben citirten Abhandlung auseinandergesetzt hat, und ist durchaus 
nichts anderes, als die erweiterte Auffassung jener Kreiseigenschaften. Wir 
überschreiten daher durch Anwendung dieses Princips keineswegs das Grebiet 


*) Siehe u. A. Geiser, Einleitung in die synthetische Geometrie, Leipzig 1869 
S. 159 oder Paul Serret, Des methodes en geometrie, Paris 1855, p. 21. 











I 

u 
.. 
I, 
- 


Schröter, die Steinersche Aurlösuna der Maltattischen Aufgabe 


der Betrachtungen, aus welchen Steiner seine Auflösung der Malfattischen 
Aufgabe abgeleitet wissen wollte. Bei der Transformation durch das 
Princip der reciproken Radien gehen nun bekanntlich Kreise wieder in 
Kreise über, gerade Linien in solche Kreise, die durch das Transformations- 
centrum laufen; der Winkel. unter welchem zwei Kreise sich schneiden. 
wird eleich dem Winkel, unter welchem die transformirten Kreise sich 
schneiden; also sich berührende Kreise gehen wieder in sich berührende. 
sich rechtwinklig-schneidende in neue sich rechtwinklig-schneidende übe: 
da endlich alle Kreise, welche zweı gegebene gleichartig berühren, von dem 
„äusseren Potenzkreise* der letzteren rechtwinklig geschnitten werden. so 
muss der äussere Potenzkreis zweier Kreise durch die Transformation 
wieder in den äusseren Potenzkreis der beiden transformirten Kreise über- 
eehen u. Ss. w. 

Transformiren wir nun den vorigen Satz durch das Prineip der reeı- 
proken Radien ın Bezug auf ırgend ein Transformationsceentrum x, so wehen 
die drei sich berührenden Kreise in drei andere sich berührende Kreis: 
über, die geraden Linien aber, welche als Secanten auftraten, in Kreis: 
welche dureh das Transformationscentrum r vehen: für zwei oleiche EL 
liest der äussere Aehnlichkeitspunkt im Unendlichen; der äussere Potenz- 
kreis wird daher eine gerade Linie und zwar, wıe unmittelbar einleuchtet. 
die Linie der gleichen Potenzen (reelle oder ideelle gemeinschaftliche Secante 
der beiden gleichen Kreise; da nun bei der angewendeten Transformation 
der äussere Potenzkreis wieder in den äusseren Potenzkreis und eine Werade 
Linie in einen durch das Transformationscentrum zehenden Kreis übergeht. 


so wird der vorige Satz transformirt so lauten: 


Wenn sich drei Kreise (a) (b) (e) paarweise ausschliessend herühren: 
(h\ ' Fox: 
(b) und ce) ım 
rd \ N 
(£) \ 
(c J .. dA) ri ) 


a) „ ( b) 
und man legt durch a) ırgend einen Kreis, welcher (a) und b ausserdem 
ın den Punkten « und P trifft, die = . irgend a ce u 
und (ce) ausserdem in « und y" trıfft, dann giebt es allemal einen Kreis (c,), 
welcher in o' und $' die Kreise‘ (a) und (b) gleichartig berührt; es giebt ferner 


j 


einen Kreis (b,), welcher dıe Kreise (a) und(c) ın « und y"\gleichartig berührt; 


20% 
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der dussere Potenzkreis der beiden Kreise (b,) und (c,) geht dann noth- 
wendig durch den andern Schnittpunkt x der beiden durch 


‚! ! mn 


aße pp und ayay 
gelegten Kreıse. 
Dieser Satz lässt sich auch so aussprechen: 
Wenn sich drei Kreise (a) (b) (ce) paarweıse ausschliessend berühren: 
b) und (c) In 0 
ie 
a) . (b) » Y 
und man legt ırgend einen Kreis (c,) an (a) und (b) gleichartig berührend 
ın den Punkten « und 3, irgend einen Krers (b,) an (a) und (c) gleıch- 
artıg berührend in den beiden Punkten « und y", dann liegen sowohl die 
nier Punkte a 3a 9 als auch die vier Punkte a y «" y" auf je einem Kreise; 
diese beiden Kreise haben ausser « noch einen gemeinschaftlichen Punkt & 
und dieser liegt allemal auf dem ausseren Potenzkreise von (b,) und (c,). 
Durch wıederholte Transformation bleibt dieser Satz ungeändert; 
man kann aber leicht die Transformation so einrichten, dass aus den 
Kreisen (b,) und (c,) zwei gerade Linien werden, welche dann äussere 
semeinschaftliche Tangenten für die Kreispaare (a) und (c), (a) und (b) 
sein müssen. Dieser besondere Fall wird dadurch erreicht, dass man einen 
Schnittpunkt der Kreise (d,) und (c,) als neues Transformationscentrum 
wählt, und es lassen sich immer solche Kreise (5,) und (c,) ausfindig 
machen, welche reelle Schnittpunkte haben. Da nun für zwei in gerade 
Linien ausartende Kreise offenbar der Potenzkreis, welcher alle Berührungs- 
kreise rechtwinklig schneidet, nichts anderes als eine Halbirungslinie ihres 
Winkels ist, so wird der besondere Fall des vorigen Satzes also lauten: 
Wenn sich drei Kreise (a) (b) (ce) paarwerse ausschliessend be- 
rühren: 
(b) und (ec) ın « 
Ce € \ SP: 
(A) » (6) » v 


und man zieht eine dussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise (a) und 


(b), welche dieselben in « und 7 berührt, eine dussere gemeinschaftliche 





” 
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Tangente der Kreise (a) und (©), welche dieselben In a und v bi rührt. 
# 
so biegen allemal 
die vier Punkte «Ba P auf einem Kreise (c, 
. Y EY 5 . ’ b,): 
dıe beiden Kreise (b,) und (C,) haben AUSSEr ce m Punkt: U noch einen de- 


F 


meinschaftlichen Punkt Us dieser Punkt L legt noth: ndıq auf erNie? Hal- 


birungslinve des Winkels. den li herden ausseren gen ınschaftlichen Tan- 


! „ 


genten «a 9 und «" y mat einander bilden, 

Es ıst möglich, dass dieser Satz, welcher für die Lösung der 
Malfattischen Aufgabe von der grössten Bedeutung ist, sich noch einfacher 
und unmittelbarer einsehen lässt: schwerlich dürfte aber der vorige allge- 
meinere Satz. von welchem dieser eın besonderer Fall ıst, einfacher zu be- 
weisen sein. 

2. Wir vervollständigen nun dıe zuletzt betrachtete Figur und 
untersuchen ıhre weiteren Beziehungen: 

Es berühren sıch also paarweise ausschliessend 


die Kreise (5b) und (ec) ın «@ 


(C FO! u. 
\ \ N 

f ‘ / \ En 
(‘ 4 . \ ei] - / M 


eine äussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise (@) und (5) berührt 
dieselben in «’ und 3, und um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
wählen wir von den beiden äusseren gemeinschaftlichen Tangenten diejenige, 
welche alle drei Kreise (a) (b) (ec) ın derselben Halbebene von sich hat; 
ebenso berührt eine äussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise («) 
und (c) dieselben in «” und y’, und wir wählen wiederum von den beiden 
äusseren gemeinschaftlichen Tangenten diejenige, welche alle drei Kreise 
ın derselben Halbebene von sıch hat: endlich berührt eine äussere gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise (b) und (ec) dieselben in 2” und y”, wo 
auch von den beiden äusseren gemeinschaftlichen Tangenten diejenige ze- 
wählt ist, welche die drei Kreise («) (b) (c) auf derselben Seite von sich 
hat. so dass also die drei Geraden «'ß' « y' "y" ein Dreieck ABC bilden: 
(dB, ey") A 
B 


& 
De 
En. 
» 
r 

nn“ 

\ 


nn Ir pre Y 
voa,y 8) ml 
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ade) 


dessen ınnerer Raum die drei Kreise (a) (5) (c) enthält; alsdann werden 
die vier Punkte 


eo 5 auf einem Kreise (c,) 


7} 7 f 
nt a (h.\ 
) m Jam a," f 
PYrP;, „ n n (a,) 


llegeı ‚ und dıe beiden Kreise (b, 
und (c,) werden ausser dem Punkte o \ 
einen zweiten gemeinschaftlichen | 
Punkt x haben, welcher auf der Hal- 
birungsline des inneren Dreiecks- \ 
winkels A legen muss; dasselbe findet 
bei den beiden anderen Ecken des 
Dreiecks statt. 

legen wir nun durch die dreı 
Berührungspunkte @ 7 y einen Kreis | —\ 
(P), dessen Mittelpunkt der Punkt | \r 
der gleichen Potenzen für die dreı n. 
gegebenen Kreise (a) (b) (c) ist und | 
der dıe Seiten des Dreiecks ab C | z 3 p / 
ın den Punkten « %y berührt, also | NEN 
die drei Kreise (a) (b) (€) gleichzeitig od | f; 


\ 


rechtwinklig schneidet; denken wir vd 
uns ferner um A als Mittelpunkt / 


einen Kreis (A) beschrieben mit dem 


u 


Radıus | A | 
A«=Ae", | / 

so wird offenbar der Kreis (a) die \ | 

Kreise (A) und (P) gleichzeitig recht- “ 

winklig schneiden, und zwar den 

ersten ın den Punkten « «'. den andern ın den Punkten Py; hieraus 


tolot, dass dıe Schnittpunkte 


) ’ IN 


Pa, ya") und (Pa, yo) 
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dıe beiden Aehnlichkeitspunkte der Kreise (A) und (P) sein müssen 


wır fassen nur den einen derselben aut, 


EN N RN 
LE ye ‚==t, 
welcher als innerer Aehnlichkeitspunkt auftritt. Die „gemeinschaftlich 


innere Potenz“ dieser beiden Kreise ıst also das Rechteck 

It —= 17 I 
und jeder durch < gehende Strahl trıfft die beiden Kreise (A) und (P) in 
zwei Paaren potenzhaltender Punkte, so dass sie in einem solchen Paare 
allemal von einem neuen Kreise ungleichartig berührt werden. 

Anderseits ist ‚@ die gemeinschaftliche Secante der Kreise («' 
und (c,), ebenso ya” die gemeinschaftliche Secante der Kreise (a) und (b 
folelich wird, da die gemeinschaftlichen Secanten dreier Kreise durch einen 
Punkt laufen (Punkt der gleichen Potenzen), dıe gemeinschaftliche Secant: 
der Kreise (5,) und (c,) durch < laufen müssen, und da wır oben den andern 
Schnittpunkt der beiden Kreise (b,) und (c,) @ genannt haben, so geht «x 
durch ©; die gleiche Potenz von « für die drei Kreise (a) (b,) (c,) ist also 

ı . MO nn MIoN, . PR _ A . 1.0: 

| / 
da diese zugleich die gemeinschaftliche innere Potenz der Kreise (A) und 
(P) ıst und « auch auf dem Kreise (P) liegt, so muss x auf dem Kreise (A) 
liegen und der zu « zugehörige potenzhaltende Punkt ın Bezug auf den 
inneren Aehnlichkeitspunkt 2 sein. 

Wir haben hiemit eine zweite Eigenschaft des vorigen Punktes « 
[des zweiten Schnittpunktes der Kreise (5,) und (c,)| gefunden; er liegt 
nicht nur auf der Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkels A, sondern 
auch auf dem Kreise (A), folglich in der Mitte des Bogens «' «'. 

Aus dem Umstande, dass x und « potenzhaltende Punkte in Bezug 
auf den inneren Aehnlichkeitspunkt 7 sind, folgt, dass ın diesen Punkten 
die Kreise (A) und (P) von eimem neuen Kreise ungleichartig berührt 
werden können; ziehen wir also Ax und Pe, dıe sıch ın a treffen mögen 

(Ax; Pa)==a, 
so muss ar==aa der Radius eines solchen Berührungskreises sein, also a 


wird von x und « gleich weit abstehen, und da z« die gemeinschaftliche 





*) Siehe die oben angeführte Abhandlung von Steiner: Dieses Journal Bd. ] 
Seite 174. 
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Secante der beiden Kreise (b,) und (c,) ıst, so wird a auf der Centrale 
dieser beiden Kreise liegen müssen. Es liegen aber nicht nur 
h, GC, Aa 
aut einer Greraden, sondern es bilden auch a« und ax „leiche Winkel 
mit d,c, weıl die Gerade ad,c, als Üentrale ın der Mitte auf der zemein- 
schaftlichen Secante «x senkrecht steht: es findet also die Gleichheit der 
Winkel statt: 
da, d,G) = (14, b,cı)- 

3. Um den Punkt ce, können wir uns einen neuen mit dem vori- 
sen Kreise (c,) eoncentrischen Kreis gelegt denken, welcher die äussere 
semeinschaftliche Tangente «'' der Kreise (a) und (b) oder die Dreiecks- 
seite AD berührt: wır bezeichnen diesen neuen Kreis, der mit dem vorigen 
denselben Mittelpunkt hat, durch 

(c, 
und legen ebenso um 5, einen mit dem vorigen Kreise (5,) concentrischen Kreis 
(di), 
welcher die Dreiecksseite A (U berührt, endlich um a, einen mit dem Kreise 
(a,) eoncentrischen Kreis 
(@)), 
welcher die Dreiecksseite 5 U berührt. 

Von diesen drei neuen Kreisen ((a,)) ((5b,)) ((c,)) sind unmittelbar 
andere Tangenten zu erkennen. 

Weil der Punkt c, von « und 7’ gleich weıt absteht und die Tan- 
genten in « und 3 an dem Kreise (5) gleiche Winkel bilden mit der Sehne 
o/, so wird der Punkt c, auch von der Tangente « P so weit abstehen, 


wie von der Tangente 3’; in gleicher Weise wird, weil c, von 3 und «' 
gleich weit absteht und die Tangenten in 5 und « am Kreise (a) gleiche 
Winkel bilden mit der Sehne 3«', der Punkt c, von der Tangente 3 so 
weit abstehen wie von der Tangente «'/'; der Kreis ((c,)), welcher «'' be- 
rührt, wird also auch dıe beiden Geraden P« und PP berühren, und da 
rund herum dieselben Verhältnisse eintreten, so sehen wir, dass 


der Kreis ((c,)) die Geraden Pe, PP, AB berührt 


' () % . PP, Py, BC r 
» ((&)) » n Py, Po, CA 








Schröter, die Steinersche Auflösung der Malfattischen Aufgabe. J4] 


Hieraus folgt, dass die beiden Kreise ((b,)) und ((c,)) die Gerade Pr 
oder dıe mit ıhr ıdentische a« zu einer gememschaftlichen Tangente haben, 
welche die ÜOentrale d,c, ın dem Punkte a trifft: da nun der Winkel 
zwischen zwei gleichartigen gemenischaftlichen Tangenten zweier Kreise (d.h. 
zwischen beiden äusseren und zwischen beiden inneren) durch die Centrale 
halbırt wırd, so muss die durch a symmetrisch zu aa gelegte Gerade, d.h. 
diejenige Gerade, welche mit der Oentrale d,c, gleiche Winkel bildet, wie die 
erste gemeinschaftliche Tangente, nothwendig die andere gleichartige gemein- 
schaftliche Tangente der beiden Kreise ((5,)) und ((c,)) sein; dies ist aber 
nach 2. die Gerade aA; folglich berührt die Gerade aA die Kreise ((b, 
und ((c,)) gemeinschaftlich, und a ist der innere Aehnlichkeitspunkt 
derselben. 

Aus dem Vorigen wissen wir, dass aA die Halbirungslinie des 
inneren Dreieckswinkels A ım Dreiecke ABC ıst, und ein zanz analoxes 
Verhalten natürlich bei den beiden andern Dreiecksecken eintritt; wir 
erkennen also: 

die Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkels A als gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise ((b,)) und ((e,)), 
die Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkels 3 als gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise ((c,)) und ((a,)), 
die Halbirungslinie des inneren Dreieckswinkels € als gemein- 
schaftliche Tangente der Kreise ((a,)) und ((b,)): 
da die drei Halbirungslinien der Innenwinkel des Dreiecks ABU sıch be- 
kanntlich in einem Punkte 5 schneiden, so ist 
der Kreis ((a,)) dem Dreieck BUS 
((8)) ; h VAS 
r ei m e ABS 
einbeschrieben. 
Hierdurch ist eine Brücke hergestellt, welche jetzt umgekehrt von 


dem Dreieck ABU durch die Kreise ((a,)) ((b,)) ((c,)) zu den Kreisen («@) 


/ 


(b) (c) führt, wıe wir vorhin von den letzteren ausgehend das Dreieck ABC 
und die Kreise ((a,)) ((5,)) ((c,)) fanden; denn es sind 
Pa und SA gleichartige gemeinschaftliche Tangenten der 
Kreise ((d,)) und ((c,)), 
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P5 und SB gleichartige gemeinschaftliche Tangenten der 
Kreise ((c,)) und ((a,)), 
P, und SC gleichartige gemeinschaftliche Tangenten der 
Kreise ((a,)) und ((b,)) 
und 
der Kreis (a) berührt Ab, AC, P75, Py 
„ 5: " bÜ, BA, Py, Po 
2 m CA, CB, Pa, PP. 
is ergiebt sich also für 
die Malfattische Aufgabe: 

In das Innere eines Dreiecks AbÜU drei solche Kreise (a) (b) (e) 
hineinzulegen, dass jeder derselben die beiden andern und zwei Dreiecks- 
serten gleichzeitig berührt 

die A uflösung: 

Man ziehe die drei Halbirungslinien der Innenwinkel des Dreiecks 
ADÜ, welche sich in einem Punkte S schneiden; man lege in das Innere 
des Drerecks 

BUS den Berührungskreis ((a,)) 
UAS „ “ ((b,)) 
ABS „ R ((G)); 
die beiden Kreise (\b,)) und ((c,)) haben mit der gemeinschaftlichen Tan- 
gente AS noch eine gleichartige (symmetrisch liegende) zweite gemeinschaft- 
liche Tangente aP, ebenso die Kreise ((c,)) und ((a,)) eine zweite mit BS 
gleichartige gemeinschaftliche Tangente 5 P_ und endlich die Kreise ((a,)) 
und ((b,)) eine zweite mit US gleichartige gemeinschaftliche Tangente yP; 
diese drei letzteren schneiden sich in einem Punkte P; alsdann werden die 
vier Geraden: 
Ab, AC, P5, Py von einem Kreise (a) 
at Bi Pr Ban: Mr 3 
GA, CB, Po, PA.» e Pen 7-4 
berührt, und die drei Kreise (a) (b) (c) sınd die gesuchten. 
Dies ıst die Sieinersche Auflösung der Malfattischen Aufgabe. 
4. Ich gehe nicht weiter ein auf die Mehrdeutigkeit der Aufgabe, 


welche Steiner selbst a. a. O. besprochen hat, da bei allen übrigen von 
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dem hier betrachteten Falle abweichenden Lagenverhältnissen eine geringe 
Modifieation der Construction zum Ziele führt. Auch wird sieh erkennen 
lassen, dass vermittelst des Princips der Transformation durch reciproke 
Radien die von Steiner gegebene Verallgemeinerung der Aufgabe analog 
s. Die Ausdeh- 


nung der Aufgabe auf die Kugelfläche geht aus der ebenen Aufgabe her- 


dem hier behandelten besonderen Fall zur Lösung gelan 


vor vermittelst des Princips der stereographischen Projeetion, welches weiter 
nichts ist, als ein specieller Fall des auf den Raum übertragenen Princips 
der Transformation durch reciproke Radıen. 

Jedoch möchte ıch den Liebhabern rein - geometrischer Forschung 
auf dem Gebiete der Elementarzeometrie eine weiter eingehende Betrach- 
tung der Malfattischen Figur ın der Ebene empfehlen, weil dabei noch 
manche interessante Beziehungen zu Tage treten, aut welche die alvebraische 
Behandlung des Problems nicht so leicht führt. Auch metrische Relationen 
ergeben sich, die, wie es scheint, noch nicht bemerkt worden sind; z. B. 
zeigt sich ohne Weiteres, dass die drei Halbirungslinien der inneren Winkel 
des Dreiecks abe, welche sıch ın / schneiden, die Punkte a, db, c, in der 
Weise enthalten, dass der Abstand ce c, das geometrische Mittel aus den 
beiden anstossenden Seiten ca und cd ıst. d.h. 

cc" =ca:cb und ebenso 
aay=ab. ac 
bb’=be.- ba. 

{reänzen wir noch die Figur, indem wir zu dem inneren Aehnlich- 
keitspunkt a der beiden Kreise ((5,)) und ((c,)) den inneren Aehnlichkeits- 
punkt b der beiden Kreise ((e,)) und ((a,)) und den mneren Aehnlichkeits- 
punkt c der beiden Kreise ((«@,)) und ((5,)) hinzufügen, so haben wir fol- 


gende Dreiecke: 


ABt 
abe 
u I 

/ 3 ; 


a, 5, & 
ah 
welche allemal paarweise perspectivisch liegen. Die Projeetionscentra dieser 


paarweise perspectivisch liegenden Dreiecke, sowie die Geraden, auf welchen 
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die Schnittpunkte entsprechender Seiten liegen, stehen in eigenthümlicher 
Beziehung zu einander. Man kann auch noch die Berührungspunkte der 
drei Kreise ((a,)) ((b,)) ((c,)) mit den Seiten BC, CA, Ab, d.h. die Mittel- 


vr m ' / 
u m 


punkte der Strecken 3"y”, ya”, «pp ın die Betrachtung hineinziehen und 
erhält dadurch ein neues Dreieck, dessen Beziehung zu den früheren auf- 
zusuchen ist. Auch die bekannten Focaleigenschaften der Kegelschnitte 
treten beı dieser Figur auf: Es sınd ? und S die Brennpunkte eines Kegel- 
schnitts, welcher die Seiten des Dreiecks a, db, c, ın den Punkten cab be- 
rührt: es sind P und A die Brennpunkte eines Kegelschnitts, welcher dem 
Dreiecke a b, c, einbeschrieben ist und ebenso bei den übrigen Ecken des 
Dreiecks ABC. Die Malfattische Figur dürfte daher noch eine ergiebige 
(Juelle sein für elementare Aufgaben und Sätze und würdıg einer ebenso 
vielseitigen geometrischen Betrachtung, wie sie dem Apollontusschen Be- 


rührungsproblem zu Theil geworden ist. 


Breslau im October 1873. 














Leber die Determinante mehrerer Funectionen 
einer Variabel!n. 


(Von Herrn @. Frobenius.) 


+ 

YA Darstellung des allgemeinen Integrals einer completen linearen 
Differentialgleichung durch die Integrale der reducirten gebraucht man 
gewisse aus diesen Integralen und ihren Ableitungen rational gebildeten 
Ausdrücke, welche als Auflösungen eines Systems linearer Gleichungen die 
Form von Quotienten zweier Determinanten haben. Diese Ausdrücke sınd, 
wie ıch bemerkt habe, zugleich die Multipliecatoren der Differentialgleichung. 
Da durch diese Beobachtung die Beziehungen zwischen den Integralen und 
den Multiplicatoren einer linearen Differentialgleichung, welche ın der letzten 
Zeit von den verschiedensten Seiten her die Aufmerksamkeit auf sıch ge- 
lenkt haben, ein erhöhtes Interesse gewinnen, so schemt es mir der Mühe 
werth, dieselben kurz zusammenzustellen. Weil sıe aber reın formaler 
Natur sind, so will ich sie auch, ohne wesentliche Benutzung analytıscher 
Sätze aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen, auf rein rech- 
nendem Wege beweisen. Alsdann bilden sie eine Theorie der Determi- 
nanten, welche aus / Functionen einer Veränderlichen und ıhren Ableitun- 
gen bis zur (A—I1)ten Ordnung gebildet sind, und welche an merkwürdigen 
Eigenschaften nicht minder reich sind, als die von Jacobi ausführlich 


behandelten Functionaldeterminanten. 


Wr 
Sind %, Y%»**"y, Functionen einer Veränderlichen x, und ist y“ die 
Pte Ableitung von %,, so nenne ich den Ausdruck 
Yı Ya TR 


(1) (1) (1) 
} Yı Y; vi Y, | 

2 1 m e | 
\% + Yı y, R .y! 1) — | 


Fu a ,. G 
'Yı Yo Y 
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J1a 370 In: 1} op }; “ +} 23 BY 1p 2 11 } ( 
die Determinante dieser 7 Functionen und bezeichne ihn mit D Yı> Yas '*"Yı)- 


Ist y eine Function von £ und multiplicirt man die Determinante 


Y () v U) 
y” Y 0 ) 
(2) Iy 9 j +0! ’ 
1) f5 \ (41) (d— 1)(4—2), (/—2) | 
A < ww ei 
mit D(yı, Y:, ***%,), indem man ihre Zeilen mit den Colonnen der letzteren 


zusammensetzt, so gelangt man zu der Gleichung 


1) Dyyypy°yy)=y Diy, Yys°*"Yı)- 
b i 1 \ . 
Setzt man insbesondere y= . so verschwinden ın der auf der 
Yı 
lınken Seite stehenden Determinante die Elemente der ersten Uolonne bis 
auf das erste, welches gleich I wird, und daher reducirt sie sıch auf die 
Determinante der —1 Funcetionen 
d y; D(y,, 43) dy: __ D(y,» %;) 


da Yı as y. : dx Y, u Yy 
Setzt man also 
! 
D (Yı, Y») er Ys, Ne D(y,, Y;) = Y. 
so ıst 


1 ' ! ! 
Do ya) yi: Do y pn). 


J]1 

Aus dıeser Formel ergiebt sich zunächst ein einfacher Beweis für 
das Theorem: 

Wenn mehrere Functionen unter einander unabhängig sind, so ıst 
ihre Determinante von Null verschieden; wenn sie aber nicht unter eın- 
ander unabhangıg sınd, so ist ihre Determinante gleich Null. 

In diesem Satze sind, wıe es ın der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen üblich ist, mehrere Functionen unter einander unabhängig 
genannt, wenn zwischen ihnen keine homogene lineare Gleichung mit con- 
stanten Üoefticienten besteht. Der zweite Theil desselben ıst leicht zu 
beweisen. Um auch den ersten Theil zu begründen, nehmen wir an, es 
seı für —1 Funetionen bewiesen, dass, wenn ihre Determinante verschwin- 


det, zwischen ihnen eine lineare Relation besteht, und zeigen, dass dann für 
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 Funetionen dasselbe gilt. Da die Richtigkeit der Behauptung für eine 
Function einleuchtet, so ist sie damit allgemein bewiesen. 

Wenn y, nicht ıdentisch verschwindet, was einer linearen Relation 
zwischen %,, y» + %, gleichkommt, so folgt aus dem Verschwinden der 
Determinante D(yı, Ya, + y,), dass auch D(y;, yy, + y)) = 0 ıst. Mithin 
besteht eine Gleichung von der Form 

GY + GY +: +6, y=0. 

Durch Division mit y,° ergiebt sich daraus 


d Ya d y; 


d y. 
2 — Eur Zn C; zZ - 


C5 —- ( 


“ de y, 3 dx Yı ch 


und durch Integration 
Hy ray tr te y—=VU\, 
womit die Behauptung erwiesen ıst. 


Aus der Formel 


| f ! ! 
D Yı» Ya; 1) y,* “ D(ys, Y3. A Y 


folgt 
1 f ! ! / l f ! ! 
Diy, y,y) = y, D(y:,y), D (Yı, Ya, Yı) = 7 D(ys,y)»*. 
1 
D (Yu Y» Yy) = - D (y:, y 
J1 
ferner 


l 
/ ! ! ! i ; ! AN ! AN { 1 MN\ 
D (ya ya) = za DD y), Des ud Du yD) 
Indem man diese Formeln mit einander combinirt, gelangt man zu 
der Gleichung 


| I ; 
Dy, y,»y)= D(ys Y3)} 3 D(D<(yn Y» 43), D (Yu Y» Y4)) °** D (Yu Yo» %,))- 


Durch wiederholte EEE dıeser Schlussweise findet man end- 
lich den Satz: 


Sind U, Us ++ U, dıy da, » ++ vw, Functionen von & und ist 


“) 
w=D(u,Uu, "u, vd), W= D(usUy ud), w—=D(u, U, u, d,), 


so ıst 


D(w,, w 239° +. W,) 
EU Usa. 


(2.) Du Us‘ Uy % dd) = 
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yo . . . N . . - . 
Kin specieller Fall der eben entwickelten Formel ist die Gleichung 
Brass 1 ii N PPwn Yon Yen Ye); D(y,»--Y-1,Y+1:-Y1,Y)) 
\.J/1 Yı-1 Ya Yan Yon Y) D i ey 
Yırz + Yan Yarın «» Y2) 
welche sich auch in der Form 
73 \ EN Yu. he 1.Yap1s + Y ) D(y, RE 25 FON d D(y, Yır+- Ya Ya+n - +-Y2) 
D(yı» Ya» - - - Yu) D(u1>423---Y4) dv BRS. Yası + Wi) 
schreiben lässt. Wir nehmen an, dass die Functionen Y, Ya»: y, unter 


einander unabhängig sind, und setzen zur Abkürzung 


0 
- 


( 4 ) zZ, (—1)** Do — nn a 92) 
R . Dy, »Ya9 + -Yı) 


en ı Du Yiri.s 
> u 49941 
(9) ! (Y) EEE, 1) Diy1» Y25---%i) 


a A U ri ee 
E12 Pias Na ee FT. 
(D.)LIY, .) \ ) D(yısYa3 ---Y3) 
Alsdann lautet die Gleichung (3.) 


2 d 
7) 2. P/W)=znfW 2)- 


Die Determinante 


'Yı Ya de 


(1 (1 1) 
yD ya. yN 
2,2 0-2) 
'Y \ Y 2 2. Y fi 
fe (x () 
Yı Ya i "Y; 
hat, wenn z < /—l ıst, den Werth Null, wenn aber z = i—l ıst, den 


Werth D (y, Y% +++ %;). Indem man dieselbe nach den ın der letzten Zeile 


stehenden Elementen entwickelt, gelangt man zu dem System der Glei- 


ge 
chungen 

[9 2 u. u Ya I = + - Y; gg; == 0, 

| a tr mn + + y9 3 =), 

8) I. | 

12) „ 2), Bess 
Yyı' 2, + Ya‘ 2 — + y, ze U, 
yl?z + lt, + yiiz—l. 


Setzt man 


(9.) 74 , = yı” 2,” 4 y 2,” — RE — y; 2,, 








Frobenius, über die Determinante mehrerer Functionen einer Variabeln. 249 


so kann man dieselben kürzer in der Form 


Ho > ), Fe Geeus+ 8; = ), 8:10 l 


darstellen. Nun ist aber 


d Na 1,0 
d? >) (0) 


einen er, )a | ‚ 
dr? PER - 28,.1,17T7 3,9 


d* sn.0o ul v—] ) 
- nu] > “ > l k . ' z 
a et Te 


Ist z<4— 1, so ergiebt sıch aus diesen Gleichungen, dass ali- 
gemein s,.z2 = U ıst, wenn + 9 <A — 1 ıst. Wenn 2 =4 — 1 gesetzt 


wird, so folet aus ıhnen mit Hülte der bekannten Identität 


ulu—] 

(1 — 1 )* u | — 1 ek WERE \ > ) NE —- Paz | |), 
dass 9-1, di,” "* abwechselnd oleıch —+ 1 und - I sınd. Ist endlich 
z =}, so schliesst man auf dieselbe Weise, dass s, u, = —s, 1 =—+Ss;, ; 


— 
— 


.— (— 1)*s,,; ist. Es gilt also der Satz: 
Der Ausdruck 
(9. 5 en Yı ) I ’ zz Js 9 a + Y . S; 


1st, wenn a 5 <A— l 2st, gleich Null, und wenn ee 3 =4—1 st, 





gleich (— 1)". 


Unter den soeben entwickelten Relationen befinden sich die Gleı- 


chungen 
2, . # 2 Y% 7 —- 2; y, =) 
yet tee yet, 
( \ 
(10.) “ 





„ (4-2) „ (4—2) BE; BER 
KH Yy ++ A ra ya, 
| (} 1) 


He, u | 
Yy + 2 > Te Fe u y=(—1)' 


- 


1 





2, 
Wäre D(z, 2,2) 0, so würde aus den Gleichungen s,,, = 0, 
S,1=0,::- Ss; 3 0 folgen, dass auch s,, ;_, verschwände, während dieser 


> 


Ausdruck doch den Werth (— 1)’ hat. Daher sind die Functionen z,, 


2, --- 2; unter einander unabhängig. Vergleicht man die Gleichungen (8.) 


uf 


mit den Gleichungen (10.), so erkennt man, dass die Beziehung zwischen 


den Functionen y,, Ya +; und 2,, 2, » + 2, eine reciproke ist, abgesehen vom 


Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 2 u. 3. 
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Vorzeichen bei geradem 7. Aus jeder Relation zwischen diesen beiden 


Svstemien von Functionen kann man daher eine neue herleiten, indem man 


i a Yn Zu ®°* 2 
mit _ a Eu 2 
Da Dar 


vertauscht. Auf diese Weise ergiebt sıch z. B. aus der Gleichung (4.) 
11) = (— 1)" X245 29. up air 8) 
42.) 9, \ ) ER2., 2... 01) 


In Folge dessen nennen wir 2, 2, :+-2; die den Functionen Yy. Ya ** +, 


adjungirten Funetionen ”). 


/ 
s. 3 


Wenn man durch zeilenweise Zusammensetzung das Product der 


heilen Determinanten 


7 .y G.. 1, | En 0 U) 
| (#«—1) 
41 / Vi Y; V i v V 
Yı  ; Yazı vB < 2, ur a: 
ER x ‚G—1) „(1 (i-—1) „ (.—a—1), wi e—1) „iA -1)), . „(mr—l) 
41 u Yo: a ; -1 ER en ui 
1 . - . Pa 4 £ . r = z ne 
bildet, deren eine gleich D(y,Y»*-y,;), und deren andere gleich D(z, 1, 2%.4»*'"2;) 
ıst. so erhält man 
Ki 8, 1 
Yı Y. I a1, 1 
Y, 5 Y, ) Ss b) 1 
fi—1) (A 1) 5 e 
Yı 25 Y O I IR 19) o 7 E, / gi 1 
7 


Da in dieser Determinante alle Elemente verschwinden, welche die 
ersten > Zeilen mit den letzten —x Colonnen gemeinsam haben, so reducirt 
sie sieh auf das Produet der beiden Determinanten 


Yı ne Y, 2,0 a ee 


(*-1) («—1) ve he h 
yad..y, So", a 


*) Ich hatte ursprünglich den Ausdruck „reciproke Functionen“ gebraucht, 


habe ihn aber mit dem Ausdruck „adjungirte Functionen“ vertauscht, nachdem die 
Arbeit des Herrn Fuchs (dieses Journ. Bd. 76) zu meiner Kenntniss gekommen war. 
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Die erste ıst gleich D (yı. Ya 9.). In der andern verschwinden 
alle Elemente auf der linken Seite der Diagonale, dıe von rechts oben nach 
links unten führt. Daher ıst ın ıhrer Entwicklung das einzige nicht ver- 
schwindende Glied 

(— 1)?" x) (4 —1 ET NEE LLT n == 1. 
Wir gelangen so zu der Gleichung 
Diy:. Yy Y;) DI 2, 2, *° 2, - D(yı, Ya y 
Setzt man 2 == (0), so lautet dieselbe 
(12) Dfiyn Y%% °*-Yı) Din 2° z)=|1. 

Daraus geht wieder hervor, dass, wenn %,. Ya ++ y, unter einander 
unabhängig sind, auch zwischen 2, 2, -- - 2, keine lineare Relation bestehen 
kann. Als Resultat dieser Entwicklung können wir die Sätze aussprechen : 

Das Product aus der Determinante mehrerer Functionen und der 


Determinante der ıhnen adjungırten Functionen 151 gleich l. 
Bedeutet «, PD; (U 5 2 ae eine Permutation der Zahlen 1, 2. h 


So ıst 
(13.) D(y. 45 Yy»**)=: D(2, 25 21 ++) D(y, Yu Yı 


und 
(14.) Die, iu ist) mE D(Yo; Ya Yır, .) D(z,, Zu 9 + 2 


Wo € = — |] oder — ] ist, je nachdem die Permutation zur ersten ode ! 


Pr: 
zweiten Klasse gehört. 


Aus diesem Satze ergiebt sich ein einfacher Beweis für die Formel (2. 


Sind nämlich die den Functionen 


Un Ug * ** Ur Up U + d 


np %2 


adjungirten Functionen 


! ! ! ! ! ! 


rer ii, in ra. 
und setzt man 
% _—— [ j 4 \ 
oe, == D (u, U,*-+-%,0,) 


so ıst auch 
% , ! N N N / 
w,. = (— I" D(w, 9 - + %_1 dry 9) D (un Un Un Un U + V 
* » . . 4 ! . . \ ° 
Sind ferner die den Functionen ®,, %,+--v, adjungirten Functionen 
„ 7 „ K 
V| D) Vs, Bad, «VD . Ss0 1st 


! 


gs. +»..-Ü, 1, EEE, Pau), ) 


Div 
CE) " — Fr _ u Br. . e 
en ar Div,',04',...0,) 
(—1), w. 1) w, 








un De,', a D(u,, an + We Das Yan una Bi au D(u,. en u) 
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Daher ist 





D(u,. Ugyorı Ups Os Ügyor. v,) Fe PIE. NG Di nun Vi 
INu., Bancı. Wu) 2 3 u Yay’’’v, ) 
Diw |; er 7 ) 
Ze (D(n,,ü;, U), ? 


oder 
D(w Th w,) 
9% r . Ga REN 2:4 ii Saas. Ahneef 
2.) Du, Un: ** Us U Vor ++ g.* (D(u,, RR Uu)) N 





4. 


jisher haben wir nur von den Grössen z, gehandelt. Jetzt wenden 


Sy 


wir uns zur Betrachtung der Ausdrücke 


DI Yı Yır: ++ Ya Yaıız - yı) 
’/EN > N fa 1-3 AH N BE are Met a Me 
©) / (y, 2) ==\ L) D(y,. FRE y;) 


Die Determinante 
Y Y, z 
(1) (1) (1) 
Y Yı u 





(4—1) (,—1) { 1) 


. : Si. 7 

‚al A 
verschwindet ıdentisch, wenn z< ) ıst. Entwickelt man sıe nach den ın 
der letzten Zeile stehenden Elementen, so gelangt man zu der Gleichung 
y” Dys Yary) — Yyı”? Dyp ya) ++ VD’ u” Day Yu GM) =. 
Daraus ergiebt sich durch Division mit D(y. Ya + ** Yı, 
(15) = y' Pi, z) + y" Poy, 2) +: +y” PYyz) (2 <A), 


\ 
N 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine Function P(y, 2) zu bilden, 
welche sowohl ın Bezug auf y, als auch in Bezug auf z ein homogener 
linearer Ditferentialausdruck (#—1)ter Ordnung ist und für z=z, den 
Werth /(y, z,) annımmt. Setzt man 
Piy,2)=!Yz + Y,z2" +---+ F_, 2”, 
wo FF, + F_ı homogene lineare Differentialausdrücke (A—1)ter Ord- 
nung von y bedeuten, so hat man zur Bestimmung dieser 4 unbekannten 
Üoetticienten die 4 linearen Gleichungen 
Py,2z)=/z,+-fF,32"7+:-: + Pusl”, 

deren Determinante D(z, 2, + -2;) von Null verschieden ist. Daher ist die 
Function P(y, 2) durch die Bedingungen, denen sie genügen soll, vollstän- 


dig bestimmt. Um sie bequem zu ermitteln, schlagen wir den Weg eın, 
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auf dem man die Lagrangesche Interpolationsformel herzuleiten pflegt. Wir 
homosenen bilinearen Differentialausdruck, der für 


für z== z. den Werth P(y, Z,) 


bilden zuerst einen 


1 





verschwindet und 


z =2,. ...... %.+r1) ...2 
hat. Ein solcher ıst 


25 Ds 


Diy. Ya’ Yu a’ Ni) D(2, 2°" 2._n Arm 2, 


Indem wir dann die sämmtlichen so sebildeten Ausdrücke zusammenzählen, 


erhalten wır 
(16.) P(y, 2) = D(y, Yu Y» **"Yyı) D(% u 2, 2 


Fa 
N 
2 
Le" 
© 
a 


P \ Rr r e- „ a’ N 
Br VRR D(ysYyısYas°** Yı) D zuge) _r— A zu Dy, Us - ee 


Daraus folot 


(17) Pu, d) = (— 1 — er Ta 
Für diese Ausdrücke gelten die den Relationen (15.) analogen 
Gleichungen 
8.) ZN — 2” Piy, 2) + 2” Poy,2) +: +23” Piy,2) (z<h). 


Aus der Gleichung (3.) ergiebt sıch 


\ 


3 (Pe = 14 Zu-1y + + £ ) D(2, yer +8 ) = d IX2;2, + ul, Surls ) 
R = . /_ 2 \ re aen - le Fr ; . 
D(z,, uoyeer)) 1/2 PR SEE J im D(z,; - 
Daber folst aus den Gleichungen (11.) und (17.) wenn man noch 
” EHE. Linn 
(19 P (2 = ( 5 
\ \ D 7 ) 
setzt. 
) u, Po)= (— 1) -—- Pi, 2 
5 


Die Ausdrücke P(y) und P’'(z) sınd als Determinantenquotienten 


definirt, und die Function P(y, 2) ist als eine Summe von Determinanten- 


producten dargestellt. Wir wollen jetzt alle diese Ausdrücke auf die Form 
von Determinanten bringen. 
In Folge der Gleichung (12.) ıst 
EIRy Sissi) | 
Pı \ FEN BZ L) h 1 i En ] / D\ Y. y Ar 
JS, \ / DU Ya ) e ‘ = j . 


oder gleich 


ng 

u 
u. 
Li 
SW 
Lo 
or 


yyı 7] Io U) 
ymy9..y®oz z 


R Y (/.) () "7 nun DRIER g HD 
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Mithin ıst 


Y So, N 50, 1 .. Sa. ı— 
Y % $ $ er S 
/,) \ DT \/ 5 1, 0 1 1 wi due ‚ 
21) Py=(—1) 
() 
Y 8.0 >) i Ö 1 
und ebenso 
- „(l) (A) 
auf wi - 
/)».) P Me ' ER 1\ I) 0.1 og, ji 
ea u u ° 4 
: 1. 0 5 = 1 . . 5] 1. 2 


Die Gleichung (15.) geht, wenn man, wie oben, 


— PYy, 2) + Yz+ "+... + Pu: = 0 
setzt, ın 
wr y” 1 u #3 o r, 8, ı Tr ++ Y A ei 
über. Indem man aus diesen #—+ 1 homogenen linearen Gleichungen die 
, + 1 Grössen 


SE: 05 URBAN 


eliminirt, findet man die Gleichung 


> N „() .G—1) 
I (Y, “) gl > Aal RR x ) 
Y ö0, (0 So. 1 RUHR Oo, ut 
(1) ——( 
Yy 51,0 „ir 39 ii I. 
(.—1) , \ j 
Y ae Art 


Auf der linken Seite ıst der Coefficient von P(y, 2) die Determi- 
nante I —+ so 811 °*""S5_n,3-r Im derselben verschwinden alle Elemente 
oberhalb der Diagonale, welche von rechts oben nach links unten führt. 
Daher reducirt sie sich auf das Glied 

(— 1) u TEE DELL ee 58 
Mithin ıst 
0  %£& EU | .i22, 
Y So, 0 50,1 Ze 
(23.) Py, u a Fe ıy" 51,0 9,1 U dei i 
| 


el) 0, . 
)—, 0 5,_1, al 5,—_1, RR 


M 
1 
Die Gleichungen (7.) und (20.) geben den Werth der Ableitung von 


P(y, z) an, wenn entweder y einen der Werthe %, %,---%, oder z einen 
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der Werthe z,, 2, » : - z, hat. Allsemein lässt sich diese Ableitung folsender- 
maassen berechnen: 


In der Gleichung (23.), welche nach x differentiirt werden soll, denke 


man sich für s,. seinen Werth aus Formel (9.) eingesetzt. Alsdann möge 


die Ableitung der Determinante auf der rechten Seite der Gleichung (23. 
wenn 2, 2, +2, als constant betrachtet werden, den Werth /,. wenn aber 
als constant betrachtet werden, den Werth P, haben. Nach 


Y Yır er Y; 


einem bekannten Voraus- 


Satze der Differentialreehnuns ist unter diesen 


setzuneen 
d P ) I) 
da I 7 Z _— [ 1) —— / 
In dieser Gleichung ıst 
0) z z{ ri () > » > 
4 > ) > 2 >) 1 Y ‘ 
P. — — . P.= 
y ur 2,0 1 y9 7 S 
7 N N 2 Ay Q < 
Die Determinante 
- () - > 
N 0, Y ) > 
| 
Ö ’ 7 ar . N 
verschwindet ıdentisch. weil die Elemente der ersten Golonne nt le 
der dritten übereinstimmen. Entwickelt man sie nach den in der ersteı 


drei Von Null VeTYsenledel 


Colonne stehenden Elementen, von denen nur 


sınd. so erhält man 


re > \ ) N »/ . 
< / u / ı— 8 / Yu. 2) == UV, 
w/ / m i ı = ” 


Auf ähnliche Weise gelangt man zu der Gleichung 


y Piz) — 8, 1-1 Pa + 5, ; P(y, 2) =. 
Nun ıst aber 
59,—. u — u So, ’—ı 7 (— L)' - So. nn Fans L) S 


Mithin ergiebt sıch aus den vorigen Gleichungen 


d 
/) \ ar „\ . > h i NA y! „\ 
(24.) dr I { “ er — I NM j | J Y I “je 


\v / \ 
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$. 6. 

Von den entwickelten Relationen wollen wir einige Anwendungen 
auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen machen. Aus den 
Gleichungen (7.) und (11.) ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

Von zwei Systemen adjungirter Functionen enthalt jedes die Multı- 
plicatoren der linearen Differentralgleichung, deren Integrale die Funchonen 
des andern sind, und in welcher der Üoefficient der höchsten Ableitung 
gleich eins ist. 


Ist daher 


La d’y d’ Iy 
(25.) P(y) = 71 7 Pı am vu u a } 5 
so ı1st 
4 d’ z d-1(p,:2 
a u ne 
und 
u d-1y de\ d’2y dp) , d’z\ di 
(27.) Ä Y 2) = 2 dar! u (pı ee 32) d x+: u. v2 „Ani dx + 75) d.ax*-? 
| d(P;_»2) ET 
—- ... — IP: 19 — = + “es _— (— 1) 1 er ) Y. 


Ist p eine gegebene Function von x, und ist y ein Integral der 
completen linearen Ditferentialgleichung 
) Mr 
Py)=P: 


an y y ‘ \ N Iaıp "Aa fe} F 
so folgt aus den Gleichungen (7.) und (15.) 


y9——y [ 2, p dx —+ y;" [2 pda Hy [3 p de. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Sintl Yan Yo» +, von einander unabhängige Integrale der homogenen 
linearen Differentialgleichung Ater Ordnung P(y) = 0, mn welcher der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 ist, und sind 2, 2,2, die 
ihnen adjungirten Functionen, so ıst 

yazyı /z pdz + Y: / „pda. + [3 pdz 

das allgemeine Integral der vollständigen linearen Differentialgleichung 
P( Y) =». 

Die Formel (3.) lautet für z=4 

Div, Yır-+- Yi) D(yı, Y2» u 


yı) d Dips Yı»:+- 4-1) 


D(y,»Yn.-:9)  DynYn---n-)de Diy»Yo-- - yı, 











Frobenius, über die Determinante mehrerer Funectionen einer Variabeln. »57 


Setzt man zur Abkürzung 
D. —— Dyı. Yyı- Y,), ), anni f. 


so gelangt man durch wiederholte Anwendung dieser Formel zu der 


Gleichung 
D; d D_ d Er I y 
(28) Py)=- a. Er 
. i D,_ı da D, Ds de da D,D, dır D, 
Für z= 1 ergiebt sich aus der Formel (2.) 
DX2,2,35.--2) __ MR 3 € PO Pe 3 U DE 5 Pape > 
5, 2 De FBeDe IP EINES NE 2 
Bedenkt man, dass 
} D, 
D(2,,» 4m 3) = D 


ist, so findet man durch wiederholte Anwendung dieser Formel die 


Gleichung 
29.) Plz) = R 4 m a Er 
‚ d= D,D, da ds D,D,_ dx D;_, 
Den in den Gleichungen (28.) und (29.) enthaltenen Satz kann man 
so aussprechen: 
Die Multiplicatoren der linearen Differentialgleichung 


d d d d 0 
DE ® as ı vum 
a: dır dır ’ dx J 
genügen der linearen Differentialgleichung 
d d d d N 
v, „ ... u 2 — 
dx 'dı de = de . 
Berlin, im Juni 1873. 
nn 
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Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen 
algebraischen Zahlen. 


(Von Herrn (antor ın Halle a. S.) 


. 
Ü nter einer reellen algebraischen Zahl wırd allgemein eine reelle 


Zahlgrösse «» verstanden, welche einer nicht identischen Gleichung von der 
Form genügt: 
(l.) ww" —+ a, w" '+..+4,=|(, 

WO 7, dp @y ++ a„ ganze Zahlen sind; wir können uns hierbei die Zahlen 
rn und ao positiv, die Üoefficienten «, @, a, ohne gemeinschaftlichen 
Theiler und die Gleichung (1.) irreductibel denken; mit diesen Festsetzungen 
wird erreicht, dass nach den bekannten Grundsätzen der Arıthmetik und 
Algebra die Gleichung (1.), welcher eine reelle algebraische Zahl genügt, 
eine völlig bestimmte ist; umgekehrt gehören bekanntlich zu einer Gleichung 
von der Form (1.) höchstens soviel reelle algebraische Zahlen w, welche 
ıhr genügen, als ıhr Grad rn angiebt. Die reellen algebraischen Zahlen 
bilden ın ıhrer Gesammtheit einen Inbegriff von Zahlgrössen, welcher mit (w) 
bezeichnet werde; es hat derselbe, wie aus einfachen Betrachtungen hervor- 
geht. eine solche Beschaffenheit, dass ın jeder Nähe irgend einer ge- 
dachten Zahl « unendlich viele Zahlen aus (w) liegen; um so auffallen- 
der dürfte daher für den ersten Anblick die Bemerkung sein, dass man 
den Inbegriff (w) dem Inbegriffe aller ganzen positiven Zahlen v, welcher 
durch das Zeichen (r) angedeutet werde, eindeutig zuordnen kann, so dass 
zu jeder algebraischen Zahl w» eine bestimmte ganze positive Zahl v und 
umgekehrt zu jeder positiven ganzen Zahl » eine völlig bestimmte reelle 
algebraische Zahl w» gehört, dass also, um mit anderen Worten dasselbe 
zu bezeichnen, der Inbegriff (w) m der Form einer unendlichen gesetz- 
mässıgen Reihe: 


.) N 
(2.) Vo WW" 
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gedacht werden kann, in welcher sämmtliche Individuen von (wm) vor- 
kommen und ein jedes von ıhnen sich an einer bestimmten Stelle in (2.) 
welche durch den zugehörigen Index gegeben ist, befindet. Sobald man 
ein Gresetz gefunden hat, nach welchem eine solche Zuordnung zedacht 
werden kann, lässt sich dasselbe nach Willkür modifieiren; es wird daher 
genügen, wenn ich in $. 1 denjenigen Anordnungsmodus mittheile, welcher, 
wie mir scheint, die wenigsten Umstände in Anspruch nimmt. 

Um von dieser Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen 
Zahlen eine Anwendung zu geben, füge ıch zu dem $. I den $. 2 hinzu, 
in welchem ich zeige, dass, wenn eine beliebige Reihe reeller Zahlgrössen 
von der Form (2.) vorliegt, man in jedem vorgegebenen Intervalle (& - - - 3 
Zahlen », bestimmen kann, welche nicht ın (2.) enthalten sind; combinir! 
man die Inhalte dieser beiden Paragraphen, so ıst damit ein neuer Beweis 


des zuerst von Liowvrlle bewiesenen Satzes gegeben, dass es in jedem vor- 
gegebenen Intervalle (« --- 5) unendlich viele transcendente, d. h. nicht alge- 
braische reelle Zahlen giebt. Ferner stellt sich der Satz in $. 2 als deı 
Grund dar, warum Inbegriffe reeller Zahlgrössen, die ein sogenanntes Gon- 
tinuum- bilden (etwa die sämmtlichen reellen Zahlen, welche > 0 und < | 
sind) sich nicht eindeutig auf den Inbegriff () beziehen lassen; so fand ich 
den deutlichen Unterschied zwischen einem sogenannten Uontinuum und einem 


Inbegriffe von der Art der Gesammtheit aller reellen algebraischen Zahlen. 


5% 

Gehen wir auf die Gleichung (1.), welcher eine algebraische Zahl w 
genügt und welche nach den gedachten Festsetzungen eine völlig bestimmte 
ist, zurück, so möge die Summe der absoluten Beträge ihrer Covefficienten, 
vermehrt um die Zahl n—l, wo n den Grad von w angıebt, die Höhe 
der Zahl » genannt und mit N bezeichnet werden; es ıst also, unter An- 
wendung einer üblich gewordenen Bezeichnungsweise: 

(3.) N=n—l + [au] — [a,] — +... —+[a,|. 

Die Höhe N ıst darnach für jede reelle algebraische Zahl » eine 

bestimmte positive ganze Zahl; umgekehrt giebt es zu jedem positiven 


ganzzahligen Werthe von N nur eine endliche Anzahl algebraischer reeller 


Zahlen mit der Höhe N; die Anzahl derselben sei y(N); es ıst beispiels- 


53” 
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weise g(1) = 1: y(2) = 2; y(3)=4. Es lassen sich alsdann die Zahlen 
des Inbegriffes (»), d. h. sämmtliche algebraischen reellen Zahlen folgender- 
massen anordnen: man nehme als erste Zahl m, die eine Zahl mit der 
Höhe N = 1; lasse auf sie, der Grösse nach steigend, die (2) = 2 alge- 
braischen reellen Zahlen mit der Höhe N = 2 folgen, bezeichne sie mit 
9, 03; an diese mögen sich die y(3) = 4 Zahlen mit der Höhe N =3, 
ıhrer Grösse nach aufsteigend, anschliessen; allgemein mögen, nachdem in 
dieser Weise sämmtliche Zahlen aus (a) bis zu einer gewissen Höhe N —= N, 
abgezählt und an einen bestimmten Platz gewiesen sind, die reellen alge- 
braischen Zahlen mit der Höhe N= N, —+ 1 auf sıe folgen und zwar der 
Grösse nach aufsteigend; so erhält man den Inbegriff (o) aller reellen alge- 
braischen Zahlen ın der Form: 
ge 

und kann mit Rücksicht auf diese Anordnung von der vten reellen alge- 
braıschen Zahl reden, wobei keine einzige aus dem Inbegriffe (») ver- 


essen Ist. — 


8. 2. 

Wenn eime nach irgend einem Gesetze gegebene unendliche Reihe 

von einander verschiedener reeller Zahlgrössen : 
(4) m Way 

vorliegt, so lässt sıch in jedem vorgegebenen Intervalle («a - - - 3) eine Zahl ;, 
(und folglich unendlich viele solcher Zahlen) bestimmen, welche ın der 
Reihe (4.) nıcht vorkommt; dies soll nun bewiesen werden. 

Wir gehen zu dem Ende von dem Intervalle (vr -- - 5) aus, welches 


uns beliebige vorgeseben sei, und es sei « < 9: die ersten beiden Zahlen 
tem) { =) ) l 


unserer Reihe (4.), welche im Innern dieses Intervalles (mit Ausschluss der 
Grenzen liegen, mögen mit «', # bezeichnet werden, und es sei « <P'; 
ebenso bezeichne man in unserer Reihe die ersten beiden Zahlen, welche 
im Innern von (a +++ 5’) liegen, mit «", 3", und es sei @” < ?”, und nach 
demselben Gesetze bilde man ein folgendes Intervall (= --- 2”) u. s. w. 
Hier sind also «', «@" --- der Definition nach bestimmte Zahlen unserer 


Reihe (4.), deren Indices im fortwährenden Steisen sıch befinden, und das 
’ = 5) 





Gleiche eilt von den Zahlen A, 3" ----; ferner nehmen die Zahlen «', «",---- 
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ihrer Grösse nach fortwährend zu, die Zahlen 7, 7", --- nehmen ihrer 
Grösse nach fortwährend ab; von den Intervallen (w + 3), (e' ++ 9 
(@" »» +73"), » schliesst ein jedes alle auf dasselbe folgenden ein. — Hier- 


bei sind nun zwei Fälle denkbar. 

Entweder die Anzahl der so gebildeten Intervalle ıst endlich: das 
letzte von ihnen sei (a --- 3°); da ım Innern desselben höchstens eine 
Zahl der Reihe (4.) liegen kann, so kann eine Zahl ,, in diesem Intervalle 
angenommen werden, welche nicht ın (4.) enthalten ist, und es ıst somit 
der Satz für dıesen Fall bewiesen. 

Oder die Anzahl der gebildeten Intervalle ıst unendlich gross: dann 

2 


haben die Grössen o, «', e",- + -, weıl sıe fortwährend ihrer Grösse nach 


zunehmen, ohne ins Unendliche zu wachsen, einen bestimmten Grenzwerth «®:: 


ein gleiches gilt für die Grössen 9, 9, 5", ++, weil sie fortwährend ihrer 
Grösse nach abnehmen, ıhr Grenzwerth seı 9%; ıst «#—7* (ein Fall, 


der bei dem Inbegriffe (wo) aller reellen algebraischen Zahlen stets eintritt), 
so überzeugt man sich leicht, wenn man nur auf die Definition der Inter- 
valle zurückblickt, dass die Zahl , = «* = 7% nicht ın unserer Reihe ent- 
halten sein kann*); ıst aber «* < 5@, so genügt jede Zahl »„ ım Innern 


3) oder auch an den Grenzen desselben der ge- 


des Intervalles («” ---, 


stellten Forderung, nicht in der Reihe (4.) enthalten zu sein. 

Die ın diesem Aufsatze bewiesenen Sätze lassen Erweiterungen nach 
verschiedenen Richtungen zu, von welchen hier nur eine erwähnt seı: 

„Ist 0, 08, ** +0, ++ eine endliche oder unendliche Reihe von 
einander linear unabhängiger Zahlen (so dass keine Gleichung von der Form 
aan + %m—+:--—+ a,0,=0 mit ganzzahlıgen Coefficienten, die nicht 
sämmtlich verschwinden, möglich ıst) und denkt man sıch den Inbegriff (12) 
aller derjenigen Zahlen 2, welche sich als rationale Funetionen mit ganz- 
zahlıgen Coefficienten aus den gegebenen Zahlen » darstellen lassen, so 
giebt es in jedem Intervalle (x --- 7) unendlich viele Zahlen, die nicht in 
(£2) enthalten sind.* 


In der That überzeugt man sich durch eine ähnliche Schlussweise, 





*) Wäre die Zahl , in unserer Reihe enthalten, so hätte man ,—=w,, wo p 
ein bestimmter Index ist; dies ist aber nicht möglich, denn ®, liegt nıcht im Innern 
des Intervalles (a®@,,.5@), während die Zahl „ ihrer Definition nach im Innern die- 
ses Intervalles liegt. 
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wie ın $. 1, dass der Inbegriff (2) sich in der Reihenform: 
2 IUORR FREE 7 


a1, 425 oe, 
auflassen lässt, woraus, mit Rücksicht auf diesen $. 2, die Richtigkeit des 
Satzes folst. 

Ein ganz specieller Fall des hier angeführten Satzes (in welchem 
die Reihe w,,.%s,:*w,*-- eime endliche und der Grad der rationalen 
Functionen, welche den Inbegriff (12) liefern, ein vorgegebener ist) ist, 
unter Zurückführung auf Galorssche Principien, von Herrn B. Minnigerode 
bewiesen worden. (Siehe Math. Annalen von Ülebsch und Neumann, 
Bd. IV. $. 497.) 


Berlin, den 23. December 1873. 











Bemerkung zu der Geiserschen die Curven dritter 
Ordnung betreffenden Abhandlung: „Ueber zwei 
geometrische Probleme‘ im 67. Bande dieses 
Journals. 


(Von Herrn Milinowski in Tılsıt.) 


D.: erste der in der genannten Abhandlung gelösten Probleme 
heisst: 

Wenn von den 9 Durchschnittspunkten zweier Gurven 
dritter Ordnung sieben fest bleiben, wahrend der achte nach einem 
bestimmten Gesetz sich bewegt, nach welchem Gesetz ändert dann 
der neunte seıne Lage ! 

Dieses Problem lässt sich auf eine der beiden folgenden, von der 
segebenen ganz verschiedenen, Arten lösen, die sich auf das allgemeinere 
Problem für Curven ganz beliebiger Ordnung ausdehnen lassen. Die erste 
dıeser Arten stützt sich auf die von Hrn. Cremona (Einleitung in eine geome- 
trııche Theorie der ebenen ÜCurven) entwickelten Eigenschaften eines 
Curvennetzes. Alle Curven dritter Ordnung, welche durch sieben feste Punkte 
A, A,:-- A, gehen, bilden ein Netz; alle Curven desselben, welche durch 
einen achten Punkt 3 gehen, treffen sich noch in einem neunten Punkt 3’ 
und bilden ein Büschel. Wır nehmen vier beliebige Curven des Netzes, von 
denen keine drei zu einem Büschel gehören, und bezeichnen sie mit 
CC} 0 GC und lassen ihnen 4 Punkte P, P, P, P, entsprechen, von 


denen keine drei auf einer (reraden liegen. Dadurch ist jedem Punkte P 


eine bestimmte Curve U? zugeordnet und umgekehrt. Allen Curven U», 
welche durch einen Punkt 5 gehen, entsprechen die Punkte P--- einer 


Geraden 5; da alle dıese Uurven aber auch durch 5’ gehen, so können wir 


sagen, jedem Punkt 5 oder 5’, in denen sich die Curven eines Büschels 


schneiden, ist eine Gerade d, und jeder Geraden 5 sind zwei Punkte 3 
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und B° zugeordnet. Wenn sich B auf einer Geraden g bewegt, so wird 
die Gerade 5 von einer Curve dritter Olasse eingehüllt, die mit ®, bezeichnet 
werde; geht g durch einen der sieben Grundpunkte des Netzes, etwa durch 
A,, so zerfällt ©, in einen Kegelschnitt ©, und den Punkt A; ist g die 
Verbindungslinie zweier Grundpunkte A, und A,, so zerfällt G, in die 
beiden Punkte A, und A, und einen dritten ©,. Denn ist / ein beliebiger 
Punkt, so schneidet die ıhm entsprechende Curve (* die g in 3 Punkten 2, 
deren entsprechende Gerade 5 sich ın / treffen; geht g durch A, so fällt 
einer der drei Punkte 5 mit A, zusammen, also gehen durch / nur zwei 
(Gerade 5, und wenn g die Gerade A, A, ıst, so fallen zwei Punkte 3 mit 
A, resp. A, zusammen und durch P geht nur eine Gerade 5. Wir suchen 
die allen Tangenten 5 von ©, entsprechenden Punkte 5’. Sie werden eine 
Uurve erfüllen, deren Ordnung wır bestimmen wollen. Es sei m eine be- 
liebige Gerade, so ıst ihr eine Curve Wi, dritter Ulasse zugeordnet, der Ort 
der den Punkten 5 von m entsprechenden Geraden 5. Die Curven ©, 
und Wi, haben 9 gemeinschaftliche Tangenten d, deren entsprechende Punkte 
D' auf m liegen; einer von diesen Punkten ist aber der Schnittpunkt von g 
und m, also folgt, dass ausser diesem Punkt auf einer beliebigen Geraden m 
acht Punkte 5’ liegen. — Wir ziehen m durch einen der sieben Grund- 
punkte, etwa durch A, so entspricht ihr ein Kegelschnitt W,, welcher mit 
(5, sechs gemeinschaftliche Tangenten hat; also liegen auf einer beliebigen, 
durch einen der Grundpunkte gezogenen Geraden m nur fünf Punkte 3), 
wenn man wieder den Schnittpunkt von m und g nicht mitrechnet. Von 
den acht Punkten D’, die auf einer beliebigen Geraden m liegen, fallen ın 
dem Falle, dass m durch einen der Grundpunkte geht, drei mit diesem zu- 
sammen. Daraus folgt: 

Bewegt sıch B auf einer Geraden g, so bewegt sıch DB auf 
einer Curve K achier Ordnung, welche ın jedem der sieben Grund- 
punkte einen dreifachen Punkt hat. 

Die Hessesche Curve des Netzes ıst (cf. Uremona art. 95) eine 


Curve A sechster Ordnung, welche die 7 Grundpunkte zu Doppelpunkten hat, 


und daraus folgt: 
Sollen von den 9 Durchschnittspunkten zweier Üurven 


dritter Ordnung, von denen 7 fest sind, die beiden übrıgen zu- 
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sammenjfallen, so ıst der Ort dieser zusammenfallenden Pumkte 
eıme Curve HF sechster Ordnung, welche die 7 Grundpunkte zu 
Doppelpunkten hat, 

Es seien nun A, Ay, ++ - A, „ worin g= In{n + 3) sein soll, g — 2 
feste Punkte, in denen sich die Curven (” nter Ordnung schneiden sollen 
Diese bilden also ein Netz, und man kann zwischen den Curven (” +»: des 
Netzes und den Punkten /?... der Ebene eine eindeutige Beziehung her- 
stellen. Alle Curven (”..., welche sıch noch ın einem Punkt 3 schnei- 
den, bilden ein Büschel und schneiden sich noch in }(n—1) (n—2) =r 
Punkten 5°. Wenn nun DB auf einer Öurve A” mter Ordnung sich bewevt. 
welche Gurve Ä” durchlaufen die Punkte 5’...? Ist P ein beliebiger Punkt 
und CU” die ıhm entsprechende Curve, so schneidet sie A” ın mn Punkten 
D, deren entsprechende Gerade 5 sämmtlich durch P gehen; also werden 
die den Punkten 5... von KÄ” entsprechenden Geraden 5b... von einer 
Curve 6 


Grundpunkte, so verringert sich die Klasse der Curve $,„, um 1, geht A 


der mnten UGlasse umhüllt. Geht A” durch einen der q > 


mn 


durch 2 Grundpunkte, so verringert sie sich um 2, u.s.f. Um zu erken- 


nen, wie viele Punkte 5’..., die den Tangenten von %,,,„ entsprechen, auf 
einer Geraden g liegen, bestimme man den Ort der Geraden b..., welche 
den Punkten 3... von g entsprechen; dieser ıst, da g von der ersten Ord- 
nung. eine Gurve ©, nter Klasse. Sie hat mit ©,,„ m-n°’ gemeinschaft- 
liche Tangenten, also liegen auf g auch m-n” Punkte 5’°..., welche den 
Tangenten 5... von ©,,„ entsprechen. Hiervon ziehe man die m Schnitt- 
punkte von Ä” und g ab, so erhält man auf jeder Geraden g noch 
m-n’— m oder m(n’—1!) Punkte 5’... Ist g eine Gerade durch einen 
der 9—2 Grundpunkte, z. B. A, so ıst der Ort der Geraden 5..., welche 
den Punkten 3... von g entsprechen, eine Curve der nten Klasse, welche 
aus dem Punkte A, und einer Curve &, , der (n—l)ten Klasse besteht. 
Letztere hat mit &,,„ mn(n—1) gemeinschaftliche Tangenten b..., deren 
entsprechende Punkte B’... auf g liegen. Von ihnen hat man wieder die 
m Schnittpunkte von A” und g fortzulassen, so dass auf g nur m|n(n—1)—1] 
Punkte BD’... zu rechnen sind. Dies sind aber mn Punkte weniger als auf 
einer beliebigen Geraden 9, die durch keinen der Grundpunkte geht, daher 
ist A, ein mn-facher Punkt des Ortes der Punkte 5’... und zwar liegen ın, 
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A, die Punkte 5’..., welche den mn Tangenten von A, an G,„, als Ge- 
rade 5b... aufgefasst, entsprechen. Da A, ein ganz beliebiger Grundpunkt 
war, so folgt: 
bewegt sich ein Punkt B auf einer Curve K” der mten Ord- 
nung, so durchlaufen die r—1 Punkte B ... eine Curve der m(nz—1)ten 
Ordnung, welche jeden der 9—2 Grundpunkte A,.... |,_, zu einem 
mn-fachen Punkt hat. 

Wir denken uns die Öurve Ä”” durch p von den g—2 Grundpunkten 
gelest, p <q —2, so ıst der Ort der den Punkten 3... von A” ent- 
sprechenden Geraden 5b... eine Uurve der mnten Klasse, die aber aus den 
p Punkten A,... A, und emer Curve $,,„_, der (mn—p)ten Ulasse besteht. 
Die den Punkten 5 einer beliebigen Geraden 9 entsprechenden Geraden 
b... werden von einer Uurve ®, der »ten Klasse eingehüllt. Letztere hat 
mit $,„_, (mn—p)n gemeinschaftliche Tangenten, daher liegen auf g eben 
so viel Punkte 5’..., also ıst der Ort der Punkte 5’... eine Öurve Ä der 
I(mn—p) »n—m]ten Ordnung. Von jedem der Punkte A,.... |, lassen sıch 
an ©, noch » Tangenten ziehen; die diesen, als Gerade 5b... aufgefasst, 
entsprechenden Punkte 5’... liegen noch auf p Curven ,”,...8,, der 
nten Ordnung. — Ist g eine beliebige Gerade durch einen der Grund- 
punkte, z.B. A, durch welchen auch X” geht, und durchläuft ein Punkt 5 
dieselbe, so ıst die Enveloppe der ihm entsprechenden Geraden 5 eine 
Curve &,_, der (n—l)ten Klasse und der Punkt A,. Die erstere hat mit 
BR 


soviel Punkte PB’... auf g, doch sind von ihnen wieder die Schnittpunkte 


(mn—p) (n—1) gemeinschaftliche Tangenten und daher liegen eben- 


von K” und g fortzulassen, bıs auf einen, nämlich A,, also sind auf g noch 
(m n—p) (n—-1)— (m—1)]) Punkte 5’°..., und daher sind ın dıesem Fall 
im Punkt A, noch ma —p— 1 Punkte 5’ vereinigt. Legen wir g durch 
irgend einen der Grundpunkte, durch welche A” nicht geht, so finden wir, 
dass in ıhm mn—p Punkte 5’... vereinigt sind. Ebenso lässt sich 
zeigen, dass jede der p Curven 87,... 5 die p Punkte A,„.... |, durch 
welche Ä” seht, zu Doppelpunkten, und die übrigen Grundpunkte A,,1:+-- 


A 


g— 


zu einfachen Punkten hat. Aus Allem folgt: 
Geht eine Üurve K” der mten Ordnung. durch p Grund- 


punkte A, ... A, P=<g—2, und es bewegt sıch ein Punkt B auf 
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derselben, so durchlaufen dıe r—1 entsprechenden Punkte b ... eıne 
Curve K der |(mn—p) n—miten Ordnung und p Curven N". 
R,, jede von der nten Ordnung. Die Curve K hat ın jedem der 
pP Grundpunkte, durch welche Be geht. einen m n— p— | fachen und 
in jedem der ubrıgen einen (mn—p fachen Punkt. Jede der 
Larven Kıyıs ss N” hat jeden der p Grundpunkte, durch welche 
Ya geht, zum Doppelpunkt, jeden der übrıgen zum einfachen 
Punkt. 
Aus diesen Sätzen ergeben sich unmittelbar die ın der cıtirten Ab- 
handlung enthaltenen Sätze über Ourven dritter Ordnung. Wir haben 9—2=7 
und n==3 zu setzen: wählen wır noch p=1, m=1 oder p=2, m=1 oder 


pad, m==2, 80 erhalten wir die Sätze ]. 1.) und 2.) auf Seite 78 und 


II. 4.) auf Seite 80 des 67. Bandes dieses Journals. 


Die andere Methode zur Ableitung dieser Sätze ist folgende. — Es 

seien wieder (”.-- die Curven »ter Ordnung durch g— 2=4n(n—+5)—2 

unkte A,....: ‚und Z ein beliebiger Punkt, e,... seine eeraden Polaren 
Punkte A |, sund Z beliebiger Punkt | len P 


bezüglich der Curven (”... Alle Curven (”... weisen wir einem ebenen 
System 3 zu, alle Geraden c,... einem ebenen System N, so besteht 
zwischen den Systemen NY und I, eine geometrische Verwandtschaft. Einer 
Curve X” von F wird in $, eine Curve A,” der zten Ordnung entsprechen: 
irgend einer Geraden c, von I, und ihren = Schnittpunkten mit A,’ ent- 
sprechen ın Y eine Curve U” und deren mn Schnittpunkte mit K”, also 
ist £=mn. Je zwei Uurven (” schneiden sıch ın »? Punkten. von denen 
g—2 die festen Punkte A,.... l,_, sind; den übrıgen r Schnittpunkten, als 
zu X gehörig betrachtet, entspricht in ®&, der Schnittpunkt der beiden 
Geraden c,, welche jenen Curven (” entsprechen und umgekehrt. Einer der 
r Schnittpunkte seı 5 und durchlaufe die Curve A”, so durchläuft der ihm 
ın &, entsprechende 5, eine Ourve A,”” von der mnten Ordnung. Um 
den Ort der übrigen, dem Punkte 5 verbundenen r—1 Punkte PD’... zu 
erhalten, hat man wıeder die Curve A? ın X aufzusuchen, welche der Curve 
| 


K,"” von I, entspricht. Einer beliebigen Geraden g und ihren y Schnitt- 


punkten mit 8%, zu I gerechnet, entsprechen in 3, eine Öurve y,” der nten 


a 


Ordnung und deren mn” Schnittpunkte mit A,””, also ist y„=mn* oder &* 


ist von der mn’ten Ordnung. Auf dieser Curve liegen die Gruppen von 
34* 
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‘ Punkten 5b’..., die den Punkten von Ä,”” entsprechen. Da aber 
ei Baden B auf AK” liegen, so liegen die "unkte BD’... auf einer Curve 
a” von der m{n’—l)ten Ordnung, womit der obige Satz wieder bewiesen 
ist. — Die Curven 8” und Ä” schneiden sich in m?’(n’—1) Punkten; 
3m(n—1) sind die Schnittpunkte der Aesseschen Curve des Netzes von 
Curven (” mit A”; dann bleiben auf K” noch 4 |m’(n?— 1)—3m(n —1)) 
Paare von Punkten b’, von denen jedes Paar zu einer Gruppe von r—] 
Punkten DB’... gehört. Ebensoviele Doppelpunkte hat K"”. 

Die angegebenen Methoden lassen sich übrigens unmittelbar auf den 
Fall eines allgemeinen Curvennetzes ausdehnen, wenn man also davon ab- 
sieht, dass die Curven (*... durch [rn (n-+3)—2] feste Punkte gehen. 
Nennen wir die n° Grundpunkte eines jeden der ım Netz vorkommenden 
Büschel, verbundene Grundpunkte, so heisst der allgemeine Satz: 

Durchlauft en Punkt eine Curve K" der mten Ordnung, so 
durchlaufen die ıhm verbundenen (n’— 1) Grundpunkte eine Curve 
der m(n’—l)ten Ordnung. 

In Bezug auf Öurven dritter Ordnung mag noch ein specieller Fall 
erwähnt werden. Sind von den 7 Grundpunkten A, A... A, eines Netzes 
von Curven dritter Ordnung 4, nämlich A, A, A, A, die Ecken und die 
anderen 3, A, A, A, die Diagonalpunkte eines Vierecks, so folgt vermittelst 
einer geometrischen (Steinerschen) Verwandtschaft, deren Hauptpunkte 
A. A, A, sınd: 

Bewegt sıch ein Punkt B auf einer Curve K” m-ter Ord- 
nung, so bewegt sıch der ıhm verbundene Punkt BD auf einer Curve 
K”" 2m-ter Ordnung, die A, A, A, zu m-fachen Punkten hat, und 

Bewegt sich eın Punkt B g- einer Uurve des Netzes, so be- 
wegt sich bB' auf ewmer andern Curve des Netzes, und wenn B 
sich auf der letzteren bewegt, so bewegt sich b' auf der ersteren. 

Für die zweite in dem citirten Aufsatz behandelte Aufgabe hat in- 
zwischen Herr Zeye (cf. die Geometrie der Lage ll. Theil Seite 246 ff.) 


eine andere Lösung gegeben. 


Tilsıt. im December 1873. 
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] » [77 » “@ a0 
Leber Poifüinfecke und Polsechsecke raumilıcher 
Polarsysteme. 


(Von Herrn 7’. Reye ın Strassburg ı. E.) 


I: seiner Geometrie de Direction (Parıs 1869) hat Herr Pau/ Serret 
zwei geometrische Beziehungen zwischen zehn Punkten einer Fläche zweiter 
Ordnung bewiesen, welche dem bekannten Theoreme entsprechen, dass zwei 
einem Kegelschnitt eingeschriebene Dreiecke allemal als Poldreiecke (oder 
Tripel conjugirter Punkte) eines Polarsystemes betrachtet werden können. 
Durch geometrische Betrachtungen gelangte ich, ohne Herrn Serrets Ent- 
deckung zu kennen, zu denselben Sätzen und sogar zu demselben, sehr ein- 
fachen Beweis derselben. Es sei mir gestattet, diese Sätze in aller Kürze 
zu reproduciren, um eine Untersuchung der in ıhnen auftretenden räum- 
lichen Polfünfecke und Polsechsecke daran anzuschliessen, 

Wie ım räumlichen Polarsysteme jedes Tetraöder, dessen Eckpunkte 
die Pole der „esenüberliegenden Flächen sınd, eın Poltetraeder genannt 
wird, ebenso soll heissen: 

„Polfünfeck* jedes räumliche Fünfeck ım Polarsysteme, von 
dessen zehn Kanten jede durch den Pol der gegenüberliegenden 
Fläche geht, und: 

„Polsechseck“ jedes räumliche Sechseck, von dessen zwanzig 
Flächen jede durch den Pol der gegenüberliesenden Fläche 
veht. 

Die Zweckmässigkeit der Einführung dieser sich selbst conjugirten 
Fünf- und Sechsecke springt ın die Augen, wenn die Directrix des Polar- 
systemes als die zweite Nullfläche eines Massensystemes betrachtet wird”). 


Jedes vier-, fünf- oder sechspunktige Massensystem bildet ein Pol- 


*) Vgl. meine Arbeit über „Trägheits- und höhere? Momente eines Massen- 
systemes“ ın diesem Journal Bd. 72 8. 299. 
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tetraöder, Polfünfeck resp. Polsechseck seiner zweiten Nullfläche: denn das 
zweite Moment des Systemes ist Null in Bezug auf jedes Ebenenpaar, wel- 
ches die sämmtlichen Massenpunkte enthält. Auch kann jedes Massen- 
system hinsichtlich seiner Träghertsmomente ersetzt werden “durch vier, 
fünf oder sechs Massenpunkte, weiche irgend eın Poltetraöder, Polfünfeck 
oder Polsechseck seiner zweiten Nullläche bilden; für vier Punkte habe ich 
bereits a. a. O. S. 510 einen auch auf die übrıgen beiden Fälle anwend- 
baren Beweis gegeben. 

Die Gleichung der zweiten Nullfläche des Massensystemes, d. h. die- 
jenıge, welcher die Coordinaten e, 3, 7, p jeder Berührungsebene der Null- 
fiiche genügen müssen, ist: 

Nmr,’=0 oder Im (oe; + Py + va —p) =, 

wenn 2, y; 2; die rechtwinkligen Coordinaten der Punktmasse m, bezeichnen 
und 7, ihren Abstand von der Ebene («, 5, ;. p). Ist nun die Lage der 
Massen m, gegeben, nicht aber ıhre Grösse, so sind von den neun unab- 
hängigen Coefficienten dieser (für ”, ,;, p quadratischen und homogenen) 
Gleichung noch drei, vier oder fünf unbestimmt, jenachdem die Anzahl der 
Punktmassen vier, fünf oder sechs ıst. Also: 

Bei der Bestimmung eines raumlıchen Polarsystemes zahlt 


ein gegebenes Poltetraeder, Polfünfeck oder Polsechseck für sechs, 





fünf, resp. vier unabhangıge bedingungen. 


Zwei gegebene Polfünfecke oder eın Polfünfeek und eın Polsechseck 


Ä 





zählen demnach zusammen für zehn Bedingungen, d.h. für eine mehr, als 
zur Bestimmung des räumlichen Polarsystemes ausreichen: folglich muss 
zwischen ıhren zehn Eckpunkten eine Beziehung bestehen. Aus dem folgen- 
den, zuerst von Hrn. Paul Serret gesebenen Beweise folgt, dass sıe auf 
einer Fläche F” zweiter Ordnung hegen. 

Die zehn Punkte «=0, 1, 2,.... ) liegen auf einer F”, wenn die 


aus ihren Coordinaten %, %, 2; gebildete Determinante: 





2 n 2 a u . > / 2. 
% Yo 20 Yo?o 2ulo Toyo To Yo 2 ] 





a A u. r 
u Yyı A Yılı A Uıyı & Yı 2 | 








D= 








7} ’) [77 
Lg Yy 35 Yo2g Zyly Loyy Tg Yy 29 l 
u‘ De ,)/* « « . © - ‘ rs C 





Reye über Polfünfeche und Polsechsecke raumlicher Polarsısteme. 27’] 


verschwindet. Die Gleichung D=0 ist ausserdem die nothwendise und 
zugleich hinreichende Bedingung dafür, dass den zehn Punkten 7 solche 
Massen m, beigelegt werden können, deren Summe indifferent ist hinsicht- 
lieh ihrer Trägheitsmomente: denn nur wenn D verschwindet. ist die 
Gleichung: 


69 | 


"mr; =0 oder FE m(ox; + Pyı + ya — pP)’ = 0) 


Pen 1 u N] vr N 


—— i 


möglıch für alle Werthe der Ebenencoordinaten «, >, y,p, weıl sie ın die 
zehn für dıe m, linearen und homogenen Gleichungen: 


x 


Em =0, Im, y=0 Im zz =), Im y2;=V,.--+--+- Ym (0 
zerfällt. Aus je neun dieser zehn Gleichungen können die Massen nm, ab- 
gesehen von einem constanten Factor, berechnet werden. Also: 

Zehn beliebigen Punkten einer Flache zweiter Ordnung können 
allemal Massen von solcher Grösse beigelegt werden, dass ıhr 
Tragheitsmoment im Bezug auf jede libene des Raumes Null ıst. 
Umgekehrt liegt jedes zehnpunktige raumliche Massensystem, wel- 
ches ındıfferent 151 hinsichtlich der Iragheitsmomente, ar) eine? 
Flache zweiter Ordnung. 

Zeriegen wir nun das zehnpunktige Massensystem in zwei, und än- 
dern sodann in einem dieser beiden Systeme die Vorzeichen seiner Massen, 
so erhalten wır zwei aequivalente Massensysteme, deren Differenz das zelın- 
punktige indifterente ist. Diese aequivalenten Systeme haben identische 
zweite Nulitlächen, bestimmen also eın und dasselbe räumliche Polarsystem. 
Ohne Weiteres folgt hieraus: 

Zwer einer Flache zweiter Ordnung beliebig eingeschrreb: It 
raumliche Fünfecke sınd Polfünjecke eines durch sie bestimmten 
Polarsystemes. Wenn einer Fläche zweiter Ordnung ein Tetraöder 
und ein rdumlıches Sechseck beliebig eingeschrieben sind, so bilden 
dieselben ein Poltetraeder und ein Polsechseck eines durch sıe be- 
stimmten Polarsystemes. 

Zehn beliebige Punkte einer F* können auf 126 verschiedene Arten 
in zweı Fünfecke und auf 210 Arten in ein Tetraöder und eın Sechseck 


zerlegt werden; sıe bestimmen demnach nicht weniger als 336 Polar- 


systeme. 
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Man kann leicht umgekehrt beweisen, dass zwei beliebigen Polfünf- 
ecken eines räumlichen Polarsystemes oder einem Polsechseck und einem 
Poltetraöder allemal eine Fläche zweiter Ordnung umschrieben werden kann. 
Und weil den obigen Definitionen zufolge die Eckpunkte eines beliebigen 
Poltetraöders oder Polfünfecks mit jedem Punkte des Raumes ein Polfünt- 
eck resp. Polsechseck bilden, so ergiebt sich hieraus der gleichfalls umkehr- 
bare Satz: 

Die Eckpunkte eines Poltetraäders und eines Polfünfecks 
irgend eines Polarsystemes können allemal durch eine Raumcurve 
nerter Ordnung erster Species verbunden werden. 

Ebenso ergiebt sich der bekannte Satz von Hesse, dass durch die 
acht Eckpunkte von zwei Poltetraöädern doppelt unendlich viele Flächen 
zweiter Ordnung gelegt werden können, nebst seiner Umkehrung. — 

Wir wollen nun im Anschluss an diese Sätze Serrets «iejenigen Be- 
dingungen aufsuchen, welche hinreichen, um ein gegebenes Füntfeck oder 
Sechseck als Pol-n-eck eines räumlichen Polarsystemes zu kennzeichnen, 
zugleich aber Constructionen dieser sich selbst conjugirten »-Ecke an- 
geben. 

l. Zur Definition der Pol-n-ecke überhaupt, auch der Poltetra@der 
oder räumlichen Polvierecke, dient folgender Satz: 

In einem radumlichen Pol-n-eck sind je zweı Ebenen, welche 
alle n Eckpunkte desselben enthalten, einander conjugırt. 

Dieser Satz enthält aber nicht bloss eine Definition der Pol-n-ecke, 
sondern ausserdem für an = 5 oder 6 gewisse Eigenschaften derselben. Eın 
Polsechseck z. B. hat 20 Flächen, von denen jede ihrer Gegenfläche con- 
Jugirt ıst, und doch zählt es bei der Bestimmung eines Polarsystemes nicht 
für zehn, sondern nur für vier unabhängige Bedingungen; wir müssen dar- 
aus schliessen, dass im räumlichen Polarsysteme jede Fläche eines Sechs- 
ecks ıhrer Gegenfläche conjugirt ist, wenn Dasselbe von gewissen vier 
Sechseckflächen gilt. 

2. Mit der obigen Definition verhält es sich ähnlich wie mit der 


folgenden: 


Ein Viereck im ebenen Polarsysteme heisst ein Polvvereck, 
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wenn von seinen sechs Seiten jede der gegenüberliegenden Serte 
conjugert ıst; 

denn wenn zwei Paar Gegenseiten eines Vierecks emander conjugirt sind, 

so gilt bekanntlich das Gleiche von «dem dritten Paare. Es folgt hieraus: 

Wenn im rdumlichen Polarsysteme irgend zwei von den 

Ebenen, welche die kckpunkte A, B, C eines Dreiecks mit einen 

(reraden Y verbinden. den resp. gegenüberliegenden Se:ten des 

Dreiecks conzugırt sind, 50 gılt Dassı /be von der dritte N [vbe Ne, 

Weil nämlich die Gerade g zwei Dreiecksseiten conjugirt ist, so geht 
sie durch den Pol der Ebene ABC; ausserdem bilden der Schnittpunkt 
von g mit dieser kbene und die drei Punkte AB Ü zusammen eın Polviereck 
eines ebenen Polarsystemes,*welches zu dem räumlichen gehört. “ür das 
Polfünteck folgt aus diesen Bemerkungen: 

Drei beliebige Eekpunkk A, B, (’ eınes Polfunfecks bılden mıt dem- 
jenıgen Punkte, in welchem ıhre Ebene von der gegenüberlregen- 
den Kante DE geschnitten wırd, allemal eın ebenes Polviereck: 
und je zwei sich nicht schneidende Kanten di St [b: N, Wii Ab und 
DE, sind einander conjugırt. 

3. Die Sätze (2.) dienen ausserdem zum Beweise des folgenden 
bekannten Satzes: 

Die vier Geraden, welche ın einem raumlichen Polarsystem 
die Lekpunkte A. B, U, D eines Tetraeders mit den re sp. Polen 
A,, B.. Kr D, ıhrer Gegenjlachen verbindi Il. lvege N in EINET kt: gel- 
schaar oder sie schneiden sich paarwerse ın zweı Punkten, oder 
endlich sie gehen alle durch einen Punkt, jenachdem keın oder eın 
oder jedes Paar Gegenkanten des Tetraeders UUS conzjugırt N 
Strahlen des Polarsystemes besteht. 

Zunächst ist hervorzuheben, dass von den Tetraädern ABUD und 
A,B,C,D, das erste zu dem zweiten dieselben Beziehungen hat, wie das 
zweite zum ersten: wie A, der Pol von BUD und A,5, die Polare von 
UD, so ist auch A der Pol von B,U,D, und AB die Polare von (,D, 


u.s. w. Sei nun g die Schnittlinie der Ebenen AA,D, und BB,D, welche 


den resp. Seiten BU und CA des Dreiecks APÜ conjugirt sind, weıl sıe 


deren Polaren A,D, und B,D, enthalten: dann ıst (2.) die Ebene gC der 
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Dreiecksseite AB eonjugirt und enthält deren Polare (,D,. Die durch D, 


sehende Gerade g schneidet folglich die vier Linien AA, BB. C0,DD,. 






und ebenso geht durch jeden anderen Eckpunkt der beiden Tetraöder 






ABUD und A,5B,C,D, eine Gerade, welche jene vier Linien schneidet. Im 





Allgemeinen gehören folglich AA, BB. CC, und DJ, einer Regelschaar 































an, von welcher g und sieben andere durch die Tetraöderecken gehende 





Gerade Leitstrahlen sind. Zwei jener vier Linien, z.B. AA, und BB, 








liegen nur dann in einer Ebene, wenn die Tetraöderkante AB von der 
Polare A,2, ihrer Gegenkante UD geschnitten wird, wenn also die beiden 
Gesenkanten AB und CD eimander conjugirt sind; in diesem Falle aber 
müssen auch UC, und DD, in einer Ebene liegen. Aus dem Vorher- 
gehenden aber ergiebt sich, dass alsdann die Schnittpunkte der beiden 
(reradenpaare AA, BB, und CC, DD, auf der Schnittlinie ihrer beiden 
Verbindungsebenen liegen müssen; denn sonst könnten diese vier Geraden 
nıcht von g und den sıeben anderen Strahlen zugleich geschnitten werden. 
Die beiden Sehnittpunkte der Greradenpaare vereinigen sich folglich, wenn 
auch AA, und CC, sowie BB, und DD, sıch schneiden, wenn also nicht 
bloss die Gegenkanten AB und ÜD des Tetraöders ABUD sondern noch 
zwei andere, AC' und BD, einander conjugirt sind. Unser Satz ıst dadurch 
für jeden seiner drei Fälle bewiesen, zugleich aber der folgende: 

Wenn zwei Paar (Gegenkanten eınes Tetraöders aus con- 


jugirten Strahlen eines Polarsystemes bestehen, so sınd auch die 





letzten beiden Gegenkanten einander conyugırt. 

4. Erwägt man, dass ın einem Polfünfeck je zwei sıch nıcht schneı- 

dende Kanten einander conjugirt sınd (2.), so gelangt man zu dem Schluss: 

Die lsckpunkte A, B. U. D eines Tetraöders gehören nur dann 

einem Polfünfeck an, wenn von den vier Geraden, durch welche 

sie mit den Polen ihrer resp. (fegenjlachen verbunden werden, 

drei und folglich auch die wierte durch einen und denselben Punkt 

E gehen; denn nur in diesem Falle ist jede Kunte des Tetraeders 

ihrer Gegenkante conjugirt. Der Punkt E bildet mit A, b, U, D 
zusammen das Polfünfeck. 

Nämlich jede durch E gehende Kante des Fünfecks (z. B. EA) geht 

durch den Pol (4A,) ihrer Gegenfläche (BUD), und folglich muss auch 
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jede durch E gehende Fläche des Füntecks die Polare ıhrer Gegenkante 
enthalten. 

5. Sind von den Eckpunkten eines Polfüntecks ırgend drei A, 5, Ü 
willkürlich- angenommen, so können die übrigen beiden ) und # construirt 
werden, wie folet. Man verbinde A und € mit den Polaren der resp. 
Geraden BU und Ab durch zweı Ebenen und construire deren Schnitt- 
linie g, welche mit der Fünfeekskante DE zusammenfällt (1.). Die Polare von 
AC liegt dann in der Ebene y5 (2.), weshalb die Polare einer jeden an- 
deren Geraden dieser Ebene von AU geschnitten wird. Man kann den 
Punkt D willküriich auf g annehmen: der letzte Punkt # des gesuchten 
Poitüntecks ıst alsdann der Schnittpunkt von g mit derjenigen Ebene. 
welche die Polare von BD mit der Geraden AU verbindet. Nämlich deı 
Uonstruction zufolge gehen von den vier Geraden, welche die Kekpunkt: 
des Tetraöäders AUDEmit den Polen A, (U, D, E ıhrer resp. Gegenflächen 
verbinden, drei (AA, CC’ und DD") durch 5, und ABCUCDE ist dem- 
nach (4.) ein Poltünfeek. Also: 

6b. Um im einem Polar systeme ein Polfünfech zu construiren., 
kann Ind drei bEekpunkte A. ah desselben willkürlich annehme ti: 
die (Gerade G, in welcher die übrigen beiden kckpunkt: DD, # 
wegen, ıst dadurch bestimmt, und auf ıhr kann der werte luck- 
punkt D beliebig angenommen werden. Die Punkte D, E sind zu- 
geordnete Punkte einer ın G liegenden involutorıschen Punktreihe. 

Die Richtigkeit der letzten Bemerkung folgt aus der Vertauschbar- 
keit der Punkte D und E sowie daraus, dass der Strahl AD und die ıhm 
conjugirte Ebene AJUE zweı projectivische Büschel beschreiben, wenn /) 
die Punktreihe g durchläuft. 

i. Zum Punkte £ von g kann der zugeordnete Punkt D) auch con- 
struirt werden, indem man irgend eine durch 5 (oder Ü) gehende kbene, 


welche den Pol der Ebene KAU (resp. ZAb) enthält, mit g zum Durch- 


schnitt bringt. Hieraus und aus (d.) folgt: 
Eın rdumliches Fünfeck ABUDE ıst Polfünfeck eines Polar- 
systemes, wenn von drei aufeinanderfolgenden Flachen UDE, 
DEA und EAB desselben die ersten beiden ıhren resp. (regen- 


kanten AB und BÜ conjugirt sind, die dritte aber ıwrgend einer 
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durch ıhre (Gregenkante UD gehenden, von (DE verschiedenen 
Ebene. 

Aus diesem Satze geht wiederum hervor, dass ein Polfünfeck bei 
Bestimmung eines räumlichen Polarsystemes nur für fünf unabhängige 
Paare conjugirter Ebenen zählt. — Wir können erst recht sagen: „ABUDE 
ist ein Polfünfeek, wenn die drei Flächen ÜDE, DEA, EAB ihren resp. 
(regenkanten Ab, BU, UD eonjugirt sind“; oder: 

Wenn von einem einfachen raumlichen Fiünfeck ABUDE 
drer aufeinanderfolgende Kanten ihren resp. Gegenjlächen con- 
jugert sınd. so ıst jede Kante und jede Diagonale desselben der 
ihr gegenüberliegenden Fläche resp. Driagonal-Ehene conjugırt. 

8. Um auf Grund dieses Satzes ein Polfünfeck ABUDE zu con- 
struıren, nehmen wır von den drei Flächen ÜDE, DEA und EAB des- 
selben dıe ersten beiden ganz beliebig an und lesen die dritte beliebig 
durch den Pol der ersten; diese drei Flächen schneiden sich ın dem 
Punkte # Wır wählen ferner den Punkt D beliebig auf der Schnittlinie 
der beiden ersten Ebenen und verbinden ıhn mit dem Pole der dritten 
durch eine Gerade /;; ebenso ziehen wır ın der dritten Ebene durch den 
Pol der ersten eine beliebige Gerade /, und bringen diese mit der zweiten 
Ebene ım Punkte A zum Durchschnitt. Legen wir endlich durch den Pol 
der zweiten Ebene eine Gerade /, welche mit /, einen Punkt € und mit 
!/, einen Punkt 5 zemeın hat, so ıst ABUDE ein Polfünfeck: denn dıe 
drei Kanten AB, BC, ÜD oder /,/., /, gehen durch die Pole ıhrer Gegen- 
flächen. Auch beı «dieser Uonstruction können drei Eckpunkte z.B. D, &, A 
ım Voraus willkürlich angenommen werden. 

9. Wır wollen noch die Autgabe lösen: 

Ein gemeinschaftliches Polfünfeck ABUDE von zweı gege- 
benen Polarsystemen zu constrwren. 

Wenn ein solches gemeinschaftliches Polfünteck existirt, so enthält 
jede Kante desselben die Pole ihrer Gregentläche und jede Fläche die Po- 
laren ihrer Gegernkante in Bezug auf beide Polarsysteme. Nehmen wir 
also eine Fläche «+, z. B. die Fläche DE, willkürlich an, so fällt deren 
Gegenkante AB mit der Verbindungslinie /, der beiden Pole von , zu- 


sammen. Durch /, legen wir beliebig eine andere Fläche 9, oder EAB 
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und verbinden deren Pole durch eine Gerade /.,. welche mit der Geven- 
kante ÜD von y; zusammenfällt. In /, nehmen wır sodann den Punkt B 
willkürlich an und bestimmen in /, den Punkt € so, dass die beiden Po- 
laren der Geraden BU oder /, ın einer Ebene 4, liewen. Dieses ist im 
Allgemeinen auf zweı verschiedene Arten möglıch; denn dem Strahlen- 
büschel, welcher aus 5 die Punktreihe /, projıcırt, entsprechen in den 
beiden Polarsystemen zwei projeetivische Strahlenbüschei, von denen im 
Allgemeinen zwei Paare homologer Strahlen aus sich schneidenden Geraden 
bestehen. Bringen wır endlich dıe Übene y, mit den Geraden /, /, und 4,4; 
zum Durchschnitt ın den resp. Punkten A, D und %&, so ıst ABUDE em ve- 
meinschaftliches Polfünfeck der beiden Polarsysteme: denn die drei Kanten 
AB, BC, CD oder /, , {, gehen durch die Pole ıhrer resp. Gegen- 
flächen 4. 1» %3- 

10. Durch die Wahl des Punktes 5 auf /, sınd die Punkte A und 
E der resp. Geraden /, und gp,, völlıg bestimmt; denn A und 4% liegen 
mit den Polen der Ebene B/, oder BUD ın einer Geraden. Durch 
passende Wahl der Ebene 4, kann man auf unendlich viele Arten be- 
wirken, dass der Eckpunkt A mit einem gegebenen Punkte zusamımen- 
fällt. Also: 

Zwei raumlıche Polarsysteme besitzen unendlich mel: gemein- 
schaftliche Polfünfecke; jede gegebene Üben: dj ıst Mach: und 
jeder Punkt A ıst Eckpunkt VON unendlich 1706 li N dersı /bi N. 

Es lässt sich zeigen, dass durch die 10 Eckpunkte von zweı belıe- 
bigen dieser Polfünfecke allemal eine Raumeurve vierter Ordnung erster 
Species gelegt werden kann; haben die beiden Polfünfecke einen gemein- 
schaftlichen Eckpunkt, so kann ıhnen sogar eine Raumceurve dritter Ord- 
nung umschrieben werden. Aus trüheren Untersuchungen über den Strahlen- 
complex zweiten Grades, welchem die Kanten aller jener gemeinschaft- 
lichen Polfünfecke angehören, ergiebt sıch noch: 

Die unendlich vielen Gruppen von je vier Punkten, welche 
mit einem beliebigen Punkte A je eın gemeinschaftliches Polfünfeck 


von zwer gegebenen Polarsystemen bilden, liegen auf einer Kegel- 


flache zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt A vst, und welche auch 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 4. 36 
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dem gemeinschaftlichen Poltetraeder der beiden Polarsysteme um- 
schrieben tst. 

Ein Fünfeck, welches von zwei Flächen F° und F}; zweiter Ordnung 
Polfünfeck ist, ist zugleich Polfünfeck jeder Fläche der durch F? und F 
bestimmten Flächenschaar zweiter Ordnung. Denn bekanntlich liegen die 
Pole einer beliebisen Ebene ın Bezuz auf die Flächen der Schaar sämmt- 
lıch ın einer (reraden. 

Il. Den Schluss dieser Sätze über das Polfünfeck möge folgende 
Notiz bilden: 
Einem Fünfeck kann auf unendlich viele Arten ein Fünfflach 
(System non fünf libenen) SO erngeschrieben werden, dass die 10 
Eckpunkte desselben beztehungsweıise auf den 10 Kanten des 
Fünfecks und seıne 10 Kanten ın den resp. 1V Flächen des Fünf- 
ecks hegen. 

Construirt man nämlich ın einem der unendlich vielen Polarsysteme, 
von welchen das Fünteck ein Polfünfeck ıst, die Polar-Ebenen der fünf 
Kekpunkte, so bilden dieselben eın solches Füntflach. Man kann ein sol- 
ches Fünftlach auch direet construiren, indem man die erste Ebene des- 
selben ganz beliebig annımmt und eine zweite durch eine der hierdurch 
bestimmten Kanten wilkürlich hindurchlegt; ordnet man hernach jeder 
Fläche des Fünfflaches denjenigen Eckpunkt des Fünfeckes zu, dessen 
Kanten keinen ın jener Fläche liegenden Eckpunkt des Fünfflaches ent- 
halten, so ıst dadurch umgekehrt eines jener unendlich vielen Polarsysteme 
bestimmt. Den Beweis dieser Behauptung übergehen wir der Kürze 
weten. 

In emem Fünttlach liegt jeder Kante, d. h. jeder Schnittlinie von zwei 
der fünf Flächen, derjenige Eckpunkt gegenüber, in welchem die übrigen 
dreı Flächen sıch schneiden. Wir können nun ein Fünfflach ım Polar- 
systeme, dessen 10 Kanten den ihnen gegenüberliegenden Eckpunkten con- 
jugirt sind, ein Polfünfjlach nennen, und erhalten den Satz: 

Im Polarsysteme ist jedem Polfünfeck ein ıhm eingeschrie- 
behes Polfünfjlach zugeordnet. 


12. Wir wenden uns nunmehr zu dem Polsechseck. Wır wollen 


zwei Eckpunkte %, F desselben absondern und die übrigen vier A, 5, 0, D 
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als Eckpunkte eines Tetraöders auflassen. Jede Fläche dieses Tetraäders 
(z.B. BUD) ıst dann der “bene conjugırt, welche den gegenüberliesenden 
Eekpunkt (A) mit der Geraden #F verbindet: und folgheh wird ZF von 
den vier Geraden geschnitten, welche die Eckpunkte 4, 5, C, D des Tetra- 
öders mit den Polen A, 5, €. D, ıhrer resp. Gregentlächen verbinden. 

Wenn nun in dem Polarsysteme jede Kante des Tetraäöders ihrer 
Gegenkante conjugirt ist, so muss ZF durch denjenigen Punkt gehen, 
weleher mit A, B, C, D zusammen em Polfünteck bildet (3., 4.): und nimmt 
man F beliebig an, so fällt # mit jenem Punkte zusammen. Wirklich 
bildet ein Polfünfeck mit jedem sechsten Punkte des Raumes em Pol- 
sechseck. 


Sind nur zweı Gegenkanten Ab und UD des Tetraöders einander 


-—_ 
k 4 
- 


conjugirt, SO lieet AA, mit 55, und CC, mit DD, ın einer ne. und 
die Schnittlinie dieser beiden Ebenen geht durch die Schnittpunkte der 
beiden Geradenpaare (3.). In einer der beiden Ebenen muss deshalb auch 
die Linie ZF. welche alle vıer Geraden schneidet. enthalten sein. sodass 
entweder A und B oder U und D mit E und F ın einer Ebene lieven. 
Das räumliche Sechseck ist ın diesem Falle ein uneiventliches: wır werden 
weiter unten (18.) von diesen uneigentlichen Polsechsecken das Nöthive 
angeben. 

13. Wir haben jetzt nur noch den allgemeinen Fall zu untersuchen. 
in welchem keine Kante des Tetraäders ABUD ihrer Gezgenkante coniu- 
eirt ist. Die Geraden AA. Pb, CC, DD, liegen in diesem Fall in einer 
Regelschaar (3.) und ZF muss eın Leitstrahl dieser Schaar sein. 

Wenn eine Gerade g drei Strahlen der Regelschaar schneidet, so 
muss sie auch jeden vierten Strahl derselben schneiden. Wır erhalten «es- 
halb folgenden, auch für die speciellen Fälle (12.) gültigen Satz: 

Wenn dUS einer Axe G drer Lckpunkte ‘ ınes TVetraöders durch 
kbenen proyıcırt werden , uUre Ich: den ri S». gegenub Y leg nden 
Tetracderjlachen conyjugırt sind. so gılt Dasselbe "ON den 17 rten 
Eckpunkte, 

Wir wollen von einer Axe g, deren Verbindungsebenen mit den Kek- 
punkten eines Tetraöders zugleich dıe Pole der resp. (regentlächen enthalten, 


sagen, sie sei dem Tetraeder conjugert. Einem beliebigen Tetraöder ABUD 


* 


op 
ob 
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sind ım Polarsysteme unendlich viele Axen conjugirt: dieselben bilden im 
Allgemeinen eine Regelschaar (die Leitschaar von AA, BB, CC, DD,), 
und zu ihnen gehört die Verbindungslinie jedes Punktenpaares E, F, wel- 
ches das Tetraöder zu einem Polsechsecke ergänzt. 

i4. Sind von einem Tetraöder drei Eckpunkte A, 5, U und eine 
ıhm conjugirte Axe g gegeben, so erhält man den vierten Eckpunkt D, in- 
dem man die Pole der Ebenen 9A, gB, gÜ mit den resp. Geraden BC, 
Ad. Ab durch Ebenen verbindet und diese zum Durchschnitt bringt. 
Zugleich hiegt D in derjenigen Ebene 4, welche den Pol der Ebene ABC 
mit g verbindet. Für unsere Zwecke ıst nun die Frage von Wichtigkeit: 
„Wie bewegt sich dieser vierte Eckpunkt D, wenn die Axe yg in der Ebene 
y verschoben wird ?* 

Wenn sich die Axe g um einen auf ıhr liegenden Punkt # dreht. 
also in x einen Strahlenbüschel # beschreibt, so beschreiben die Ebenen 
9A, gb und g( drei zu £ perspectivische Ebenenbüschel, und folglich die 
Verbindungsebenen ihrer Pole mit den resp. geraden > C, (A und AB drei 
projectivische Ebenenbüschel. Von diesen letzteren Büscheln aber fallen 
drei homologe Ebenen mit ABC zusammen, wenn g beı der Drehung um 
E den in x hegenden Pol von ABC überschreitet; die Ebenenbüschel 
BC, CA und AB sind folglich perspectivisch und erzeugen paarweise 
einen gewöhnlichen Strahlenbüschel. Der Punkt D als Schnittpunkt von 
je drei homologen Ebenen dieser Büschel durchläuft demnach ın y eine 
(Gerade /, wenn die Axe g ın + sich dreht um den auf ıhr liegenden 
Punkt #. 

Bei dieser Drehung fällt y einmal in die Ebene YAB: um für dıese 
besondere Lage den zugehörigen Punkt D zu finden, verbinden wır den 
Pol der Ebene KAB mit BU und UA, und bringen die Schnittlnie der 
beiden Verbindungs-Ebenen, d. h. die Gerade, welche jenen Pol mit Ü ver- 
bindet. zum Durchschnitt mit der Ebene «. Der Schnittpunkt muss auf / 
liegen, und ebenso wird / von denjenigen beiden Geraden geschnitten, 
welche die Pole der ibenen KBC und ECA mit resp. A und 5 verbin- 
den. Die Axe / ist folelieh dem Tetraäder AB CE eonjugırt, oder wenn 


g jetzt ganz beliebig in 4 verschoben wird, so fällt D auf %, sobald g 


mit 7 zur Deekung gebracht wird. Der Punkt D und die zugehörige Axe 
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y sind demnach zugeordnete Elemente (Pol und Polare) eines in y liegen- 
den ebenen Polarsystemes, welches übrigens nıcht dem gegebenen räum- 
lichen Polarsysteme angehört. 

15. Um nun zwei Punkte %&, F zu construiren, welche mit vier ge- 
gebenen A, B, C, D ein Polsechseck des räumlichen Polarsystemes bilden, 
liegen wir durch D eine beliebige Gerade / und bestimmen (14.) den Punkt 
E so, dass dıe Axe / dem Tetraöder AP CE conjugirt ıst. In der Ebene 
El, welche den Pol von Ab enthält, bestimmen wır sodann die zum 
Tetraöder ABUD conjugirte Axe g: dieselbe geht durch #& (14.) und 
schneidet die Axe / ın einem Punkte F Da dıe Axe DE «dem Tetraäder 
ABCH conjugirt Ist (14.), so muss das Sechseck ABUCDEF eın Pol- 
sechseck seın; denn jede durch eine der Geraden DE, g, !, oder DE, 
EF, FD gehende Fläche des Sechsecks, also überhaupt jede Fläche des- 
selben, ıst ıhrer Gegenflläche conjugırt. 

Den Schlusssatz der vorıgen Nummer (14.) können wir nunmehr 
auch wie foigt aussprechen: 

Wenn von eınem Polsechsech drei Eckpunkte A, B, und 
diejenige libene (f gegeben sınd. welche de f" lach: AB” GJedge /t- 
uber ttegt, SO bilden die ubrıgen drei lekpunkte D. I, F ein be- 
lvebiges Poldreveck eines IN Gd hegenden Polar systt INES. welches 
durch A. B. { und das gegebene raumtiche Polarsyste m vollig 
bestimmt ıst. 

Wenn eine Gerade g von y mit einer Seite (A5) des gegebenen 
Dreiecks ABC in einer Ebene liegt, und wir den Pol dieser Ebene mit 
dem gegenüberliegenden Eckpunkte (U) des Dreiecks verbinden, so er- 
halten wir eine (rerade, welche den Pol von g hinsichtlich des ın y liegen- 
den ebenen Polarsystemes enthält. Das letztere ıst auf Grund dieser bemer- 
kung leicht bestimmbar. 

16. Aus der soeben (15.) angegebenen Construction geht hervor, 
dass ein Poisechseck völlig bestimmt ist, wenn von demselben vier Eck- 


punkte A, B, C, D gegeben sind sowie eine durch D gehende Gerade 1, 


auf welcher ein fünfter Eckpunkt Fliegen soll. Legen wır durch AP und 


BC zweı den resp. Ebenen /Ü und /A conjugirte Ebenen, so schneiden 


sich diese in einer durch 5 gehenden Geraden /,. weiche den sechsten 
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Ecekpunkt # enthält. Am Einfachsten erhält man Z und F, indem man 
mit /, und / diejenigen beiden durch A’ gehenden Ebenen zum Durch- 
schnitt bringt, weiche den resp. Ebenen /B und /,D conjugirt sind. Eine 
zweite Construction von K und Fergiebt sıch aus der folgenden Erwägung: 
Verbinden wır emen beweglichen Punkt P der Geraden /, mit U D und DA 
durch Ebenen und suchen zu diesen die durch resp. AB und 5CÜ gehen- 
den conjugirten Ebenen, so wird deren Schnittlinie die Gerade / ın # 
schneiden, sobald ? mit E zusammenfällt. Die Schnittlinie beschreibt eine 
durch AB und BC gehende Kegetläche zweiter Ordnung, schneidet also 
noch bei einer zweiten Lage 4’ des beweglichen Punktes / die Linie / ın 
einem Punkte F; und diese zweite Üonstruction liefert uns also zwei 
Punktenpaare, von denen nur das eine mit A, B, €, D ein Polsechseck 
bildet. Aus beiden Uonstructionen folgt: 
Wenn ım Polarsystem mer VON den sechs libenen , durch 
welche die Kanten eines Vetraeders AB«UD AUS einem Punkte E 
propeırt werden, denjenigen löihenen conjugırt sınd, welche ihre 
ES». (regenkanten mat dem Punkte F serbinden. so bilden um All- 
gemeinen dıre Punkte A. B. =” MD, E. F ein Polsechseck. und ES 
werden je zwer (regenkanten des Tetraeders AUS TeS»D. l und F 
durch conjugırte lbenen propevrt. Eine Ausnahme kann rm) 
dann eintreten, wenn die in den ersten wer Ebenen hegenden 
Kanten ein einfaches wıindschiefes Viereck bilden. 

Man entscheidet leicht, ob im genannten Falle die Ausnahme wirk- 
lıch jeintritt oder nicht: wenn nämlich irgend eine Fläche des Tetraäöders 
derjenigen Ebene conjugirt ist, welche den gegenüberliegenden Eckpunkt 
mit ZF verbindet, so tritt die Ausnahme mischt ein und ABUDEF ıst ein 
Polsechseck. 

Der obige, für die Polsechsecke fundamentale Satz bestätigt unsere 
frühere Bemerkung, dass bei Bestimmung eines Polarsystemes jedes gege- 
bene Polsechseck nur für vier unabhängige Paare conjugirter Ebenen 
zählt. 

17. Die Gerade ZF oder g ıst (13.) eın Leitstrahl der Regelschaar 
AA„BB, (CC, DD, legt also aufeiner dem Tetraöder ABÜUD umschrie- 


benen und durch dasselbe ım Polarsysteme völlıg bestimmten Fläche 
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zweiter Ordnung: dıe Gerade DF oder / dagegen haben wır ganz beliebig 
durch den Punkt D gelegt. Der Punkt F kann deshalb als eın ganz be- 
liebiger Punkt der Fläche <> betrachtet werden. — Also: 

Um zwei Punkte k. F zu finden, welche mat den keckpunkt: N 
eines beliebigen TVetraeders ein Polsechseck bilden. a rbınde tan 
drei dieser Eckpunkte A, b, C, D mut den Polen ıhrer resp. Gegen- 
Hlachen und construire ırgend eine (rerade G, welch: diese dr: ı 
Verbindungslinien schneidet; auf g wahle man den Punkt F be- 
lvebig und hestimmme sodann den Punkt lv 50 auf G- dass dır Ib: nen 
UÜDE und FAB einander conjugırt sınd. Die so gefundenen 
Punkte E und F sınd zugeordnet Punkte eıner ın g liegenden 
ınvolutorischen Punktreihe. 

Die Richtigkeit der letzten Bemerkung folgt sowohl aus (15.) als 
auch daraus, dass % und F mıt einander vertauscht werden können und 
dass, wenn sich aut y verschiebt, die conjugirten Ebenen UDE und FABb 
zwei projectivische Büschel beschreiben. 

18. Zu derjenigen Regelschaar der Fläche <#, welche die Gerade 
EF oder y enthält, gehört auch die Verbindungslinie g, von je zwei sol- 
chen Punkten, welche mit A, 5, € ein Polfünfeck und folelıch mit A, B, 
CG, D ein Polsechseck bilden; g, aber ıst durch dıe Punkte A, B, Ü völlig 
bestimmt. Aehnlich wie ABUD bestimmt auch das Tetraäder ABUCE 
eine Fläche %, zweiter Ordnung, auf welcher DF liegt: dieselbe hat mit 
Pb die Gerade g, gemein und folglich ausserdem eıne durch A, 5, C,D,E, F 
gehende haumcurve dritter Ordnung. Also: 

Die Raumeurve dritter Ordnung, welche durch dıe kEekpunkte 
eines Polsechsecks gelegt werden kann, st auf jeder, durch vıer 
dieser Lckpunkte um Polarsysteme bestimmten lache PD zus ıter 
Ordnung enthalten. 

Wenn insbesondere F in der Ebene ABC liegt, so muss demnach 
diese Raumeurve zerfallen in die Gerade DE und den Kegelschnitt, wel- 
Und weil den Ebenen DEF 


chen > mit der Ebene ABU gemein hat. 
und DEA die alsdann identischen Ebenen ABU und BÜUF eonjugırt sınd, 
so enthält DE den Pol D, von ABC; die vier Punkte BD, (/, D, E bilden 


folglich ein Tetraöder, in welchem die beiden Gegenkanten BC und DE 
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einander conjugirt sınd. Ueberhaupt haben wır es ın diesem Falle mit dem 
uneigentlichen Polsechseck zu thun, welches uns schon früher (12.) auf- 
gestossen st. 

19. Sind &, F und 4, F, zwei verschiedene Punktenpaare, welche 
mit A, B, C, D Polsechsecke bilden, so liegen die beiden Raumcurven %’ 
und %&) dritter Ordnung, durch welche sıe mit A, 5, (, D verbunden werden 
können, beide auf >, und haben ZF, E,F, und überhaupt alle zum Tetra- 
öder ABCUD ceonjugirten Geraden zu gemeinschaftlichen Secanten. Die 
Curve 4° bildet deshalb mit 4, F, und ebenso A) mit ZF eine specıielle 
Raumeurve vierter Ordnung erster Species, und die acht Punkte A, 5, (\, D, 
E,F, E,#, stellen sich dar als Schnittpunkte von zwei solchen Kaum- 
curven vierter Ordnung. Also: 

Je zwei Punktenpaare E, F und E,F,. welche mt wer ge- 
gebenen Punkten A, B, (, D zwei verschiedene Polsechseche aus- 
machen, bilden mit diesen zusammen die Knotenpunkte eınes 
Flachenbündels zweiter Ordnung. 

Weil durch sieben dieser Knotenpunkte der achte völlıg bestimmt 
ıst, so ergiebt sıch umgekehrt: 

Jede nicht auf der | Fläche p hegende Kaumeurve wwerter 
Ordnung erster Species, welche dem Polsechseck ABUDEF um- 
schrieben ıst, wırd von b ın noch zweı Punkten E,. F, ge- 
schnitten, welche mit ABUD ein zweites Polsechseck bilden. 

20. Üonstruiren wir ın einem der fünftach unendlich vielen Polar- 
systeme, von welchen eın gegebenes Sechseck Polsechseck ıst, zu den Eck- 
punkten dıe sechs Polarebenen und damit zu dem Sechseck das zugeord- 
nete Sechsflach, so erhalten wır eine von den unendlich vielen Lösungen 
der Aufgabe: 

Einem gegebenen raumlıchen Nechseck ein Sechstlach in der 
Weise einzuschrerben, dass jede von den 20 Flachen des ersteren 
einen von den 20 kckpunkten des letzteren enthalt. 

Im Polarsysteme vst jedem Polsechseck ein in dieser Weise 


ıhm eingeschriebenes Polsechsflach zugeordnet, 


nämlich eın Sechstlach, von welchem je zwei gegenüberliegende Eckpunkte 
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(die nicht einer und derselben Fläche angehören) einander conjugirt sınd. 
Die directe Lösung obiger Aufgabe ist nicht schwierig: sie führt zur Be- 
stimmung eines derjenigen Polarsysteme, von welchen das gegebene Sechs- 
eck ein Polsechseck ist, wenn man den Satz (2.) beachtet: „Die drei Ebe- 
nen, welche die Eckpunkte eines beliebigen Dreiecks AP CU mit den Polaren 
ihrer resp. Gegenseiten verbinden, schneiden sich ın einer Geraden.“ 

21. Wir wollen nunmehr die Aufgabe lösen: 

Eın gemeinschaftliches Polsechseck ABCUD EF von drei be- 
hehrg gegebenen Polarsystemen zu construnren. 

Dass solche gemeinschaftliche Polsechsecke existiren, ıst leicht nach- 
zuweisen. Nämlich je zwei der gegebenen drei Polarsysteme besitzen ein 
remeinschaftliches Poltetraöder, und bestimmt man irgend zweı Punkte, 
welche die Eckpunkte dieses Tetraöders zu einem Polsechseck des dritten 
Polarsystemes ergänzen, so hat man ein gemeinschaftliches Polsechseck (der 
drei Systeme. 

Ist von dem gesuchten Polsechseck eine Fläche y gegeben, so ıst 


dadurch die gegenüber liegende Fläche y, ım Allgemeinen völlig bestimmt; 
d 


denn y, muss die drei Pole von y enthalten. Dreht sich y um eine Kante 
k des Polsechsecks, so beschreiben die Pole von g drei projectivische 
Punktreihen und folglich jene dreifach der y conjugirte Ebene %, einen 
Ebenenbüschel dritter Ordnung: zu diesem Ebenenbüschel müssen auch die 
vier Flächen des Tetraöders gehören, welches von den vier ausserhalb % 
gelegenen Eckpunkten des Polsechsecks gebildet wird. Die Kanten (lıeses 
Tetraöders gehören folglıch zu dem Axensystem des Ebenenbüschels dritter 
Ordnung, d. h. zu dem System von solchen Geraden, in welchen je zweı 
Ebenen dieses Büschels sıch schneiden. Als bekannt setzen wir voraus *), 
dass alle Axen des Ebenenbüschels dritter Ordnung, welche eine Ebene 
desselben in den Punkten einer Geraden g schneiden, im Allgemeinen eine 
Regelschaar bilden, und nur dann einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung, 
wenn g selbst eine Axe ist. 


22. Es seien nun von dem gesuchten gemeinschaftlichen Polsechs- 





*, Man vergl. meine Geometrie der Lage, 2. Abth. p. 73 u. 77. 
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eck der drei Polarsysteme segeben die Kante k und zwei durch %k”gehende 
Flächen g und y. Wir construiren zu letzteren die resp. Gegenflächen 
und y, (21.), welche sich in einer Kante %k, des Polsechsecks schneiden 
werden. Wir suchen sodann zu der Ebene welche k mit einem beliebigen 
Punkte A von k, verbindet, diejenige Ebene ı»,, welche die drei Pole von 
» enthält, und bestimmen die Durehschnittspunkte 3, C, D dieser Ebene , 
mit den resp. Geraden k,py, und yr,. Dann ist (13.) die Gerade k dem 
Tetraäder ABCD in jedem der drei Polarsysteme conjugirt, weıl den 
drei Ebenen 7,7%, ıw, durch welche die resp. Eckpunkte €, D, A des Tetra- 
öders aus % projieirt werden, die gegenüberliegenden Tetra@derflächen 4. 
7. ?", dreifach conjugirt sınd. Folglich sind die Ebenen ÜDA und UDB 


den resp. Ebenen AB und kA conjugirt, und CD sowie jede andere Kante 





des Tetraölers ABCD ıst eine Axe desjenigen Büschels dritter Ordnung, 





dessen Ebenen denienisen des Büschels X erster Ordnune dreifach conju- 
J Ä « J 





sirt sind. Wenn der Punkt A auf k verschoben wird. so beschreibt dem- 





nach CD diejenige Regelschaar A, welche alle, dıe Ebene 7 ın der Ge- 





vaden ı7y, schneidenden Axen dieses Ebenenbüschels dritter Ordnung 
enthält (21.). 


Damit nun das Tetraöder ARCD mit zweı auf k lerenden Punkten 








E, F ein gemeinsames Polsechseck der drei Polarsysteme bilde, muss (DD 





zugleich eine Axe des Büschels dritter Ordnung sein, dessen Ebenen den- 





ienigen von AB oder %, dreifach conjugirt sind. Nun bilden aber dem 





Vorhergehenden zufolge alle Axen dieses PBüschels dritter Ordnung, 





welche die Ebene y, in der Geraden yyz, schneiden, ebenfalls eine Regel- 





schaar A. Die beiden Schaaren Zt und A, haben die beiden Geraden yyı 





und yr, zu Leitstrahlen, sie besitzen folglich auch zwei gemeinschaftliche 





Strahlen A,. Lassen wır ÜD mit einem dieser Strahlen A, zusammenfallen, 





so erhalten wir die Punkte X und F, indem wır durch %k, eine Ebene 






even, welche einer durch %k, oder AB gehenden Ebene «w, dreifach conju- 





eirt ıst (was auf zweierlei Art ausführbar ıst), und sodann %k mit resp. 





und w,; zum Durchschnitt bringen. In der That sind die Ebenen %, 7, ı, u, 
dureh welehe die Kanten FÜ, FD, FA, UÜD des Tetraäders AUDF aus 


dem Punkte E projieirt werden, in jedem der drei Polarsysteme conjugırt 
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zu den resp. Ebenen Y41 Zu» U» (#, durch welche die gegenüberhegenden 
vier Tetraöderkanten AD, AC, CD, AF aus dem Punkte 5 projieit wer- 
den, und der Satz (16.) ıst somit anwendbar. 
Aus dieser Construction folgt: 
Drei beliebig gegebene Polarsysteme haben unendlich rel 
Polsechsecke mit einander gemem; man erhält zweı derselben, 
wenn man eine Kante k und zwer durch k gehende Flache» 
und z des Sechsecks willkürlich annımmt. 
Bekanntlich liegen die Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf 
eine Schaar-Schaar von Flächen zweiter Ordnung sämmtlich ın einer zweiı- 
ten Ebene. Also: 


Eın gemeinschaftliches Polsechseck VON dreı belvebig: N Fl: hen 


F?, F}, F3 zweiter Ordnung ist zugleich Polsechseck von jeder an- 


deren Flache zweiter Ordnung, welche der durch F’, F} und F 
bestimmten Schaar-Schaar angehört. 

23. Ohne Beweis notiren wır noch folgende Sätze: 

Zwei gemeinschaftlichen Polfünfecken von zwei verschiedenen Polar- 
systemen kann allemal eine Raumcurve vierter Ordnung erster Species um- 
schrieben werden, und sogar eine Raumeurve dritter Ordnung, wenn ırgend 
zwei Eckpunkte derselben zusammenfallen. 

Zwei gemeinschaftlichen Polsechsecken von drei beliebigen Polar- 


systemen kann allemal eine Fläche zweiter Ordnung umschrieben werden, 


und sogar eine Raumeurve vierter Ordnung erster Species, wenn sie einen 
KEekpunkt mit einander gemein haben. 

Drei beliebig gegebene Polarsysteme haben unendlich viele Polfünf- 
ecke gemein; die Eckpunkte derselben liegen sämmtlich auf einer Raum- 
curve dritter Ordnung. 

Vier beliebige Polarsysteme haben unendlich viele Polsechsecke und 
ein Polfünfeck mit einander gemein; die sämmtlichen Flächen derselben 
berühren eine Fläche vierter Classe, auf welcher die Kanten des Polfünft- 
ecks liegen. Jeder Punkt des Raumes ıst Eckpunkt von unendlich vielen 
solchen Polsechsecken; die Eckpunkte derselben liegen auf einer dem Pol- 


fünfeck umschriebenen Raumcurve dritter Ordnung. 
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Zwei beliebige von diesen gemeinschaftlichen Polsechsecken sınd alle- 


mal einer Raumceurve vierter Ordnung erster Species eingeschrieben; ıhre 
12 Eckpunkte können mit denjenigen des Polfünfecks durch eine Fläche 


zweiter Ordnung verbunden werden. 


Strassburg ı. E., Juni 1875. 








Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie. 


(Von Herrn F. Mertens ın Krakau.) 


D.. Gegenstand der folgenden Abhandlung bildet eine Reihe von 
Aufgaben, welche die bei gewissen zahlentheoretischen Functionen ın Be- 
tracht kommenden asymptotischen Ausdrücke betreflen. 

Die zwei ersten dieser Aufgaben sind bereits von Dirichlet”) be- 
handelt worden. Ich glaubte aber noch einmal darauf zurückkommen zu 
dürfen, einerseits, weil meine Behandlung dieser Aufgaben mir directeı 
und einfacher zu sein schien, andererseits, weıl die Abweichung von dem 


asymptotischen Ausdrucke schärfer begrenzt werden konnte. 


l. 
Es seı gr die Anzahl aller ın der Reihe 1, 2,...r vorkommenden 


Zahlen. welche zu r theilerfremd sind: man soll den asymptotischen Aus 


G 
druck der Summe Y,ym für grosse Werthe von (@ finden. 
1 
Bezeichnet un eine derart von rn abhängige Zahl, dass un = 0 ıst, 


wenn n quadratische Theiler (ausser 1) zulässt, sonst aber den Werth 
oder — 1 besitzt, je nachdem n aus einer geraden (der Fall n = 1 gehört 
hierher) oder ungeraden Anzahl verschiedener Primfactoren zusammen 
gesetzt ist, und ıst m in seine Primfactoren zerlegt —= a*b”..., so wird 
ym bekanntlich durch die Formel 


Ku a, 


om=—= mal — _ 
/ ( rg u, 


gegeben, wo die Summation über alle Theiler 7’ von m zu erstrecken ıst. 


*) Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie, Ab 
handlungen der Berliner Akademie, Jahrgang 1849. 
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Es werde in dieser 


n = 


gesetzt und hierauf die Summe alleı 


chungen gebildet; 


in x enthaltene ganze Zahl 


sichtlich zu ordnen, 


pn, 
herrührenden Glieder 

un, 
welche ausschliesslich mit 


(F 7° 
sammtgliede 3 un (| 
= 5 N 





reicht es hın, 


Formel der Reihe nach 


1, 2,3 


de Us ... 


.[@) 
diese We 


auf 
verstanden werden 


dıe von 


(@ 
n 


n | 





g!n, 


- Yy- 


NR 
N | , 


behaftet 


Dun, . 





dem Faetor 
IG 
Fr 


un 
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ıse entstandenen 


sınd, zu 


einem 





Grlei- 


unter [x] soll hier und überall ım Folgenden die grösste 
Um das Resultat über- 


(re- 


)) zu es Hiernach ergiebt sich 


G G (+ 
Znpgm = 42,1 (I ) 
1 1 .N. 
Setzt man nun allgemein 
G 7 
—— g 
N. n gi; 
so wird 
"@ @G2 G 
en - N 
y(|- +1; |) =3 n? + (4 aa T) r„(1— r,) 
und 
. an un 
—m4Y mn = 3 I —n 2 nu 1, 
1 | 2 
wo 
@ @ 
un un 
Y2 er / =. 
u JR ZI ; ra ir) AZ unn (br) 
1+[@] 1 N 
Es ıst aber, wenn @& dıe Zulersche Constante 0,57721... be- 
zeichnet, 
> un = l “ 1 l 
—n ? Zn 2 y 19? 
14) 1+[6) ” (7 @? 
® un h “oh @ ’ 1 
4 „( — 1.) — u er << 4(log ++ PT, 
1 1 
a4 
“ 
SS, unr, 1—r)<4Q@ 
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und nach Zuler (Introd. in Anal. inf. Lib. I Cap. XV. 277) 


OD un h 
SS 0 — ‚ 
m n? rt? 
Man findet daher 
n 3 (% 
Fr f In — 7 2 T - f 


wo ohne hücksicht auf das Zeichen 
<(Alo&ea +6 + HH 1. 
Die hier gegebene obere Grenze für den Unterschied ./ ist geı 
als diejenige, welche man in der erwähnten Abhandlung von Dirichlet | 


(IP} 
i 


Dort wırd nämlich nur gezeigt, dass / von keiner höheren als 
nung @G° sein kann, wo y aus der Gleichung 


1 l l EB 2 
| = on —- -.. - ın ım). 


2° 3° ) 
zu bestimmen ist und grösser als 3 ausfällt, während ın Wiırkli 


höchstens von der Ordnung Glog(@ sein kann. 


.) 


Es sei rm die Anzahl derjenigen Theiler der Zahl m, welch 


keın (Juadrat (ausser 1) theilbar sind; man soll den asymptotisch. 


G 
druck der Summe X,wm für grosse Werthe von (@ finden. 
1 


Wird die auf alle Theiler 7 von m zu beziehende Summe 
bildet, so besteht dieselbe aus genau so vielen Einheiten, als m durel 


(Juadrat (ausser 1) theilbare Divisoren besitzt, weil nach der Definiti 


I 
I 


Zahlen ul, u2,... u“ 7 verschwindet, wenn 7 einen quadratischen 
enthält. Man hat daher 
Er ım—= Zw T. 
Bezeichnet ferner 7 einen bestimmten Theiler von m und @ 
grösste ın demselben aufgehende Quadrat, so ıst 
(2.) W"T=Zud, 
wo die Summation über alle Theiler d von @ zu erstrecken ist 


sr 
Y\ 


That verschwindet diese Summe immer mit Ausnahme des Falles. ın 


chem Q == 1 ıst. 


Wird nun die Gleichung (2.) in (1.) substituirt, so ist das Res 
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leicht zu übersehen, wenn man erwägt, dass d” irgend einen quadratischen 
Theiler von m vorstellt und dass irgend ein bestimmtes Glied „d nach der 


Substitution so oft vorkommen wird, als die Anzahl der Theiler der Zahl 


47 
beträgt, und man erhält daher 


i ijm\ 
vm = Nudit # ) 


wenn das Summenzeichen auf alle quadratischen Theiler @° von m bezogen 





und allgemein dıe Anzahl der Theiler einer Zahl n = In gesetzt wird. 





In dieser Formel werde der Reihe nach 
n=1l2,3... [@] 
gesetzt und hierauf die Summe der auf diese Weise entstandenen Glei- 
chungen gebildet. Die ausschliesslich mit dem Factor un behafteten, 


von 





5 
I 
de 5 2 2 
un’. wann? .». .. W—I|In 
’ , | [e] 
herrührenden Glieder 
unzl, unz2,.-. und er 








lassen sich zu einem Grliede vereinigen, wenn zur Abkürzung 





Il + I2+-:..+ Tr] = ©r 


sesetzt wird, und man schliesst 








@ V@ G\ 
8.) ZZ yvmm Zun | „2 . 
1 1 
Für Sz hat man, wenn /=[Vx]|, den ın allen Fällen gültigen 





Ausdruck 

lr] " | 2 

[+ | +... + | \—P, 

2 s 
aus welchem durch eine genauere Discussion 
St=«ı(ogr +2C — D)+ Va + 2% 

gefunden wird; & stellt die Zulersche Constante und 4, 4 positive oder 
negative Zahlen vor, deren absolute Werthe die Einheit nicht übersteigen 


können. 


Unter Berücksichtigung dieses Ausdruckes ergiebt sich nun aus (3.) 


: ® un 0. loe.n 
>, ym= G(log6 + 2C— ) 3, = —2@02,un Er 4, 
1 : 4 Zu 
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Wo 
r (7 (G 
I= — u(l +9) w log — 268 — 1) — (2& — 1)6 > 
(1 79) i (q + 1)° 
r 2 u n n“ E KU (7 Br 
- (4.3 log - + 1@G>5, 4-25. jun 
943 W” I 1 " l | 


und gm [1 @). 


Es ıst aber ohne Rücksicht auf das Zeichen 


(7 (7 | 
| ; (log - + 20 —- 1) <<], 
(1-+9)° (1-9)? 
RR un - | l 
<” . 
ren << VG’ 
g+2 9+: 
© un n? z l | n” 
I vr - ) y 
_n „2 107% 5 3 OQ ( 
g9+? +2 
2log(g +1) 4 lor (+ 
a on _ 
g+2 Hate 
2log 2 +4 
» | 
<< 
VG 
und | 
2 > <leVy6G +6 + 
n n n N | (4? 
1 l 7 
ud nf 
BA /,., 1 « | (5 
1 


und daher 
7 a (4 log (7 5) —- > (F 1 2 log | (r —_. . 
Ferner tolgt aus der (Gleichung Introd. ın Anal. nt. L 


Cap. XV. 275) 








2 um l 
> —— - - 
am 2 ] 
u 
 . n 
1 
durch Differentiation nach s 
= log n 
? unlogn mw 
Be Aa 
a 1 8 EESE: 26 
N ed ] | 
> 
und für s= 2 
”, un log n 36%, log n 36 8 
en n? — en — mi’ 
| 


wenn der Zahlenwerth der Reihe 
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log 2 log 3 log 4 
» tt 


mit X bezeichnet wird. 


+... ım inf. 


Es wird daher 

d a ” er 
d 1) 12 x 
= ’ ne Y Y 
um, 6 (log 6 + 


+26 —1)+4. 


h£ 
Es soll die Summe der reciproken Werthe aller Primzahlen gefun- 
den werden, welche durch eine gegebene eigentlich ursprüngliche positive 
quadratische Form mit negativer regulärer ”) Determinante PD darge- 
stellt werden können, in 2D nicht aufgehen und eine gegebene Grenze @ 
nıcht übersteigen. 
|. Zunächst soll der asymptotische Ausdruck der Summe der reci- 
proken Werthe aller bis zur Grenze ( vorkommenden ın ?2D nicht auf- 
sehenden Primzahlen bestimmt werden, welche überhaupt durch eigentlich 
ursprüngliche positive Formen mit der Determinante D darstellbar sind. 
Es sind dies alle diejenigen Primzahlen g, welche die Bedingung 
D 
E- 
erfüllen, das Zeichen in der Legendre - Jacobischen Bedeutung genommen. 


—1 


Da diese Primzahlen sich auf gewisse arıthmetische Progressionen 

; nz i 
vertheilen. so könnte man die Summe 3 aus emer ın Band 78 dieses 
2 q 


% \ y 


Journals demnächst erscheinenden Arbeit **) von mir entnehmen. Es lässt 


13 


sıch diese Summe aber auch direct, wie folgt, bestimmen. 
Es sei auf alle ganzen positiven zu 2/) theilerfremden Zahlen bıs 
zur Grenze x bezogen 
= DD. I 
— Mix. 3 —) Le 
1 m 7 


n 





D | log m 


#4 
.” 
1 mn in 


Wird ın jedem einzelnen Gliede von Mx m in seine Primfactoren 


zerfällt, so ergiebt sich durch Zusammenfassung sämmtlicher mit dem Lo- 


*) Disquisitiones arıthmeticae art. 306 VI. 
*) Kin Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, Bd. 78, pag. 46. 
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garıthmus der nämlichen ungeraden Primzahl » multiplieirten Bestandtheile 
der Ausdruck 

D log p (& log p x D log p 

(,) p A Een a p* L +) p® L Pr »)+ 
in welchem, nachdem man demselben dıe Gestalt 


D log ) 
L (&) (,) 


+ RR 
p pP ! 


geg reben hat, 


log ) log ) u 
R= (7) SP IL) Lei BR L5)+ 


ıst, und wegen Pie leicht zu REN, Ungleichungen 


Ile — L—- <gy(—2D)-, 


Yu 
E _ <y (—2D), 
P ® 


seinem Zahlenwerthe nach nıe die Grösse 
log p logp | 
(_a.p, fegr __ } 
/ \ 5 r in ( RE 
|: p(p—1)] 
erreichen kann. Es ıst daher, wenn zur Abkürzung die über alle in 2 D 
nicht aufgehenden Primzahlen p bis zur Grenze x zu erstreckende 


Summe 
> Te | log p u 
T 
3 pP P ‚ 
gesetzt wird, 
(4.) Mx=lLx fx + NR, 
wo ohne Rücksicht auf das Zeichen 


c 


log p 
> log p . > _ 5 / | 


ER ER 5; 9 5 
en "ie p(p—D) 
u .. log p 


—y (— 2 DE Ss 
p(pdl ’ 

Da Lo» von Null verschieden und Mx convergent ist, so schliesst 
man aus (4.), dass /x nıe eine gewisse angebbare Constante c übersteigen 
kann, wie gross auch x seı. 

Mit Hülfe dieses Resultates beweist man ganz wie an dem ange- 


führten Orte, dass die Reihe 


) Ebendaselbst (3.). 
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© DB 1 
Be 
> P P 


convergent ist, wenn die Glieder derselben nach der Grösse der Prim- 
zahlen p geordnet werden, und dass, wenn der Summenwerth derselben 
“y 


gesetzt wird, 


 ‚D, 1 2ie 
a a une EN a 


ıst. wo 4 eine dıe Einheit nieht überschreitende Zahl bezeichnet. 


Addırt man diese Gleichung zu der Gleichung ”) 


6 1 | . 
—- =lG +6 —- H—0-+), 
s,p 


ın welcher p alle bis zur Grenze @ vorkommenden in 2D nicht aufgehen- 
den Primzahlen. os dıe Summe der reciproken Werthe der ın ?D auf- 


gehenden Primzahlen, & die Zulersche Constante und /7 die Summe der 








Reihe 
l 3 l > l 7 l 
a Oo ERE oO She f f EEE 
(log2 5) + (log > s) + (log 4 „) + (log r 7) 
11 ] 
lo& FOR 
r | 19 Ti 
bezeichnet, so ergiebt sich : 
0 I ] EG —H—c+d 
(9.) Ro: = !!G — - ; 
3 q 2 2 
u de u Ic ER 
0 ıst eine Zahl, welehe nie die Grenzen + iıber- 


| _ pn ——— 
llogx(1-+@) Glog@]| 
schreiten kann, und die Summation betrifft alle in 2 D nicht aufgehenden 
bıs zur Grenze (@ vorkommenden Primzahlen g, welche die Bedingung 
D 


== I erfüllen. 
vi 

Ist die Anzahl der verschiedenen für die Determinante D existiren- 
den eigentlich ursprünglichen positiven Formenclassen = 1, so giebt dıe 


Formel (3.) die vollständige Auflösung der Aufgabe, d.h. den asymptoti- 
schen Ausdruck der Summe der reciproken Werthe aller bis zu der 
Grenze (7 vorkommenden durch irgend eine eigentlich ursprüngliche posı- 
tive Form der Determinante D darstellbaren Primzahlen. Dies ist der Fall, 


wm D=— L —2, —3 —4 —7 


*) Ebendaselbst (13.). 
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Die Berechnung von D lässt sich leicht in folgender Weise bewerk- 
stelligen. 


D kann als der Grenzwerth der Reihe 


© D ı 
„ | } 
JE ri 
für 0 = 0 angesehen werden, weıl vermöge der Function fx ganz wie an 


dem angeführten Orte gezeigt wird, dass für jedes nıcht negatıve « 


| 2 Tr | ) „14 n loc (] +@) 
3 7 / 3 / / Ei 7 
ıst. Da nun 
© ‚D\ı 1] L 
— /] 
l IE mi+ ] nn l 
Pi 
»,Dı I © D 1 1 © ]ı 2 m 
log I | „.=-|( . e-- a r,+| . —. 
1 m’ m > \p p Z 2 p . € p p 
so ergiebt sıch. wenn man zur Abkürzung 
=. | ] ee 1 N 
ı 1 a EEE ae Pi Dart. 
& D- 3 © 1 
= Ei. pH = (2h+ | Yan+ı, - p — 2 Ja 


setzt, 


log L, = yY rypy tr YrYry TtrYTr 5 


> log L, = y: r% u u ae 
ı! log il, + Y + y— 
und hieraus 
y, = 2 == log L, — log L. he 2 log L, — F log L,—+ d log L,.— ++: 


Die Reihen L,. L., L., --- sind alle mit Hülfe der Zahl 1 sum- 
mirbar. 

Il. Ist die Classenanzahl für die eigentlich ursprünglichen positiven 
Formen der Determinante D > 1, so sınd Mittel nothwendig, welche 
eine bestimmte Form der Determinante D zu isoliren gestatten und 
welche in einem speciellen Falle, wo nämlich D eine negative Primzahl 


von der Form 4m —+ 3 ist, bereits von Drrichlet”) angegeben worden sind. 





Auszug aus einer der Akademie der Wıssenschaften zu Berlin am 5. März 


1840 vorgelesenen Abhandlung. Dieses Journal Bd. 21. 
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Werden sämmtliche eigentlich ursprüngliche positive Formenclassen 
der Determinante D, deren Inbegriff ich mit 2 bezeichnen werde, in Ge- 
schlechter (genera) eingetheilt, so sind nach dem 307. Artikel II. der Dis- 
quisıtiones arıthmeticae, da /) regulär vorausgesetzt wird, nur zwei Fälle 
möglıch: entweder enthält jedes Geschlecht je eine Zwitterelasse (elassis 
anceps), oder aber enthält die eine Hälfte der Geschlechter je zwei Zwitter- 
classen, dıe andre Hälfte gar keine. Da in diesen zwei Fällen die Auf- 
gabe eine verschiedene Behandlung erheischt, so soll hier zunächst der erste 
betrachtet werden. 

Es seı & eine eigentlich ursprüngliche positive Formenclasse des 
Hauptgeschlechts (genus principale), deren Zusammensetzungspotenzen 
sämmtliche n Olassen des Hauptgeschlechtes zu erzeugen im Stande sind, 
3» 315 "3% 1 sämmtliche Zwitterelassen aus (2, wobei 3, die Hauptelasse 
bezeichnet. Es lassen sich dann, wenn allgemein dıe aus der Zusammen- 
setzung zweier Ulassen (, (’ entspringende Formenclasse mit ((” be- 


zeichnet wırd, sämmtliche ın (2 enthaltene Formenelassen folgendermassen 
: & 


gruppiren: 
er 
(6 R J 3, (8°, 3, Bir .u% 3, Br 
Se (S°, (S' et J, 4 (5,” I. 


die Ulassen der ersten Reihe bilden das Hauptgeschlecht, die der zweiten 
dasjenige (reschlecht, zu welchem 3, gehört u. s. w.; 6’ bezeichnet die 
Hauptelasse. Ist D eine negative Primzahl von der Form 4m + 3, so ıst 
nur das Hauptgeschlecht und in (6.) nur die erste Reihe vorhanden. 
Ueberdies ıst zu bemerken, dass n immer ungerade ıst (Disqg. arıthm. 
art. 306 111.). 


Es sei ferner D= D 5’, wo 5” das grösste ın D aufgehende (ua- 
drat bezeichnen soll, und a,b, ---e,a', b, ---e' die Symbole von der Form 
; ’ ; 1 fm? n ERDE 
(— Ye, (— Den, (— 1yMedHen, (), welche zur Definition der 


y 
Einzelcharaktere der eigentlich ursprünglichen positiven Formen der Deter- 


minante D dienen, und von denen a,b, ---e speciell diejenigen Symbole 


seien, deren Product für jede zu 2 D theilerfremde positive Zahl » sıch 
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D 
| 


nach dem quadratischen Reciprocıtätsgesetze ın 2 umgestalten lässt. 


Wesen der Gleichung 


D' 
(„)>1 


ist für jede zu 2 D theilerfremde durch Formen der Determinante D dar- 
stellbare positive Zahl n 
0: ee 1, 
und daher kommen unter den aus der Entwickelung des Aus«druckes 
(1+a(l1+b):-- (1-+e 

entspringenden Gliedern je zwei Verbindungen von Symbolen vor, welche 
für sämmtliche Geschlechter einander gleich sınd. Es ıst nun für das 
Folgende zweckmässig, diese Glieder derart ın zwei Gruppen #\, und /, zu 
theilen, dass zu jedem ın /) vorkommenden Gliede sıch ın /\, ein ent- 
sprechendes vorfindet, welches mit jenem zusammengenommen das Product 
sämmtlicher Symbole a b--- e ergiebt. Beide Gruppen 7. /, bestehen 
dann aus gleichvielen Gliedern, und es sei /\, diejenige Gruppe, welche das 
Glied 1 enthält. Multiplicirtt man alle Glieder von /, und 7, der Reihe 
nach mit den Gliedern, welche aus der Entwickelung des Ausdruckes 
(+-WA)A+b)--- (1+ €) hervorgehen, so entstehen zwei Gruppen 
(5, und &, welche wıeder aus gleichvielen, nämlich z Gliedern bestehen, 
und jedem Gliede der Gruppe ®, wird ein Glied der Gruppe 6, ent- 
sprechen, welches jenem für alle Geschlechter gleich ıst: &, enthält das 
Glied 1 und beide Gruppen $, und 6, zusammengenommen ergeben genau 


sämmtliche Glieder des entwickelt gedachten Ausdruckes 





+aJ1+bd).-- (++) +b)--- (l+e). 
Ist z. Be D= — 1848, und man setzt zur Abkürzung 
n 7 h ’ 
(— 1)" 1) mm da. (3 =—h, | -) = . (7)= —d, ( Lt PR ı. 


bestehen dıe Se 7, 1» ” 6, aus folgenden Gliedern: 
re Laub, os DB. 4. ac a 
I; „ abed, bed, acd, abd, abe, cd, bd, bc; 


, „ Lab od, ab,acad, a, aa, ba’, ca, da’ aba), aca, ada'; 
m abed. bed, acd, abd, abe. cd, bd. be 
abeda”, beda’, acda’, abda’, abcea‘, cda‘, bda’. bca. 
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Bezeichnet nun y irgend einen Ausdruck aus G, und zu #1» °'" Yoı 
die Werthe, welche y für die Classen 3, 31»: 3._, annimmt, so ist Ya XR 
der Werth von y, welcher der Classe 3. 3; entspricht und über alle Aus- 
drücke y aus $, erstreckt 

(1.).&x, x ==ix oder == (0), 
je nachdem « und vr gleich oder verschieden sind, weil nämlich 
zu. = >(1 —- 4, a) (1 + ı, a',)-- 
ist. Ist ferner y ırgend ein Ausdruck aus ©, ausser der Einheit, so ist 
immer 
(8.) A u 2 u Yu = 0, 

Diese Gleichung beweist man am leichtesten, wenn man die über alle Aus- 
drücke y aus ©, zu erstreckende Summe I (y, +++ 2.1) ent 
wickelt. Es ıst nämlıch 

= +. + ra) = +3 te +3 

+ 2 29Xı +°°- 


N 


und nach (7.) 


FERN ER, 5} 


da nun das erste Glied der Summe, welches dem Ausdrucke y = 1 ent- 
spricht, den Werth z* hat, so müssen alle folgenden Quadrate verschwin- 
den, was eben die Gleichung (8.) ergiebt. 

Selbstverständlich haben die Gleichungen (7.) und (8.) nur dann 
einen Sinn und sind nur dann für das Folgende nothwendig, wenn mehr 
als ein Geschlecht exıstirt. 

Dies vorausgeschickt, bilde man mit Hülfe irgend eimer »ten Eın- 


heitswurzel » die Ausdrücke 


> s n—1 % 1 
Fr —_— Pr. ; u) > Si _- ei MM) > oe 
J», 0 J». 1 Jo, A 
2 1 z ] j 1 
+ {ı En + xıw2 — +: + zw" N 
v 1, 0 Jı, 1 A, ante 
x 1 2 1 . N 
> Kr—1 >> a 4. ‚wZ u ne Ku Wu = ——, 
Ia—1, 0 J:--y1 Por 
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* log fo, ” log fi r ] 
_ , — ö 0,1 ’ ” og en 
ma PA 2 BETT 2..4 db ei Kon 
J0,0 Jo Jo, n-1ı 
“ log fı, “log /ı, log fi, n-ı 
+ 1! +02 ++ yamız fe 
1,0 1,1 ı,n-1 
En 
. log f 1, 0 ” log f. 1, ı |} 
u) De Se - Wie: = og T.—1, n—1 
+22 f u Yu 0 f -j- + 2.Vw0"" 2 a 
»—1, 0 J«—l, 1 1, n—1 
nen h) 1 
Ax u A,, 0 Be u) Io, 1 _ en Sn — a" U,, nt 
oo“ ö S i 1 
+ ydıo + zuohı ++ ze U n-ı 
- 
n n - 1 
_— Kr A. u FR MR. »—1, ı tr In u WW" A, “ n 13 
. 3 S A 
P(z, x, w) = 12 —- —+ Io 2 —_- +: + Te 
Js, 0 J, 1 J», n—1 
©. 3 FE BER. 
+ 442 + Mvu!zt + ya! X — 
Jı, 0 Jı. 1 i #1, n—1 
2 
x 1 m. L 1 
+42 a —+37,_102 +: ++ 4y,_,w" = 5: 
»—1, 0 Jr—l, 1 J/‘s—1,n—1 


f.,. bezeichnet hierin allgemein die repräsentirende Form der Classe 3. 6°; 
die Summenzeichen in Fx und Fx beziehen sich auf alle in die betreffende 
Form f.,; einzusetzenden positiven und negativen ganzzahlıgen Werthe von 
a und v», welche dieser Form einen zu 2 /) theilerfremden die positive 
Grenze x nicht übersteigenden Werth verleihen, und .. bezeichnet die 
Anzahl der unter diesen Bedingungen für die Form /„. ; angebbaren Werthe- 
paare (u, v). In dem Ausdrucke %#(2, 7, wo) beziehen sich die Summen- 
zeichen auf die nämlichen Werthe von « und » wie ın Fi, nur fällt die 
Beschränkung weg, dass die durch die Formen fs, .  : : dargestellten Zahlen 
die Grenze x nicht überschreiten sollen. 

Die Reihe %(z, z, w) ist für jeden Werth von 2, welcher > 1 ıst, 
convergent und lässt sich in ein unendliches Product, wie folgt, ver- 
wandeln. 

Man denke sich in %# alle Glieder, deren Nenner = m’ ıst, unter 


Heraushebung des Factors m * zusammiengezogen und bezeichne den auf 


. " a. 1 h nich 
diese Weise erhaltenen Gesammteoefficienten von ——- mit (m). Es ıst dann, 
Me“ 


Journal für Mathematik Bd. LXXVII. Heft 4. 39 
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- 


wenn die Primzahl g durch die Formen f,,., f..„_, (oder durch die Form 
S.,. auf zweierlei Art) dargestellt wird, 

()=1l, 

()=x. (wo + w”), 

(q°) —=- 0" +o”—+l, 

(g) = x. (o" + ww") + x. (we + w”) 
und allgemein 
Nu" +" + eV or... +0", 
3 |) = Wr + a) 4 uw + ann) 

+... + 2[(0 + w”), 

wie leicht aus der Theorie der Zusammensetzung der quadratischen Formen 





sich ergiebt. Ferner findet man leicht, dass, wenn m und m’ zwei Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Factor sınd, welche nur aus durch Formen der 
Determinante D darstellbaren Primzahlen bestehen, 

(10.) (m) (m)) = (mm!) 
ist. Es sei nämlich »n durch die Form f,. mit Hülfe der Zahlen «, v, m’ 
durch f.. .„. mit Hülfe der Zahlen «, v' darstellbar, in dem ersten Falle der 
grösste gemeinschaftliche Factor der darstellenden Zahlen = e, im zweiten 


— e und w, w bezüglich die Wurzeln der Congruenzen 
! 
j m Mm 
w = D (mod - ) w"” D mod ir 
e? e'? 
! 


ua u v m m ’ 
zu denen die Darstellungen | i ); | =“ . von und durch die 
e e,) e e e? e'? 


Formen f.,: f«, ;; gehören. Es sind dann dıe Formen f.,:, fx, ; bezüglich 
m (w—D) \ ‚m‘ ‚ (w—D) e'? 
.— - WW, —— 


den Formen | =E_ 


- eisentlich aequiva- 
e , m ’ er m’ ) oO . | 


len. Aus den letzteren ist aber (Disq. arıthm. 245) die Form 





mm (v"— De’ ed’ ’ 
— v zusammengesetzt, wenn v so bestimmt wird, dass 


er?’ mm 
Mm 
v— w (mod ' 
e J 
(11.) 
m 
v—=Ww (mod - 
| e'? 





wird. Es gehört daher diese Form zur Classe 3. 3. &°*”, und die Zahl 


mm . ’ ; 2 . un . 
wird durch die repräsentirende Form dieser Classe mit Hülfe zweier 


2.’ 2 


e’e“ 




















Mertens, über einige asymptotische (Gesetze der Zahlentheorie. 303 


zu einander theilerfremden Zahlen $, » derart dargestellt, dass dıe Dar- 
stellung zu derjenigen Wurzel der Congruenz 


mm 3 


"— D (mod 


e?e'? / 

gehört, weiche die Bedingungen (11.) erfüllt; die nämliche Form wird m ver- 
möge der Zahlen ee's, ee'n darstellen. Leitet man auf diese Weise aus je 
einer Darstellung von m und einer Darstellung von m eine Darstellung 
von mm’ her, so ist klar, dass genau sämmtliche Darstellungen der Zahl 
mm’ durch eigentlich ursprüngliche Formen der Determinante D, und zwar 


iede zweı Mal. erhalten werden. 
J ; 


i D 
Enthält m Primzahlen r, für welche (— \= — | ıst, und man setzt 
x 
m = m R, wo m durch keine Primzahl r theilbar ıst, Ä? hingegen nur aus 


solchen besteht, so ıst 
(1 2.) (m) == (m) (AR) 
und (R) = 1 oder = 0, je nachdem Z/ ein Quadrat ıst oder nicht. 


Die Gleichungen (9.), (10.), (12.) ergeben 


| l l 

f Ve „ r = 

13.) F(z, x. w) II N ag“ ww 

| — — l — —\/1— 
er | 7 1 

das erste Productzeichen ®rstreckt sich auf alle Primzahlen 7, für welche 
D | | | ER er: | 
| — — 1 ıst, das zweite auf alle Primzahlen 9, ın Bezug auf welche D 
= 


quadratischer Rest ist, und ı, v» sind die jedesmaligen Zeiger der Form 
f..., durch welche 9 darstellbar ıst. 

Wird vorausgesetzt, dass y und » nicht beide = 1 sınd, so wırd 
der Werth des Ausdruckes Ax von der Ordnung }x sein, d.h. durch eine 
Formel, wıe 

14.) Ar= Vz 
gegeben sein, in welcher der analytische Modul von 9 beständig unter einer 
angebbaren Grösse ©” bleibt. In der That ıst 
y(—2D) 
21 -—D? 


worin B eine leicht anzugebende Grenze 5’ *) nıcht zu übersteigen vermag; 


A, et +Bva, 


*) 0. F. Gauss Werke Bd. II. S. 277. 


39° 
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wird nun mit 7. o” multiplieirt und über alle Werthe von « und  sum- 
mirt, so ergiebt sich wegen 

au," = 2.20 =(, 

Ax=yi > w” B, 

und es ıst 

mod Fy.w0 B<ZXB, 

Mit Hülfe des Ausdruckes (14.) lässt sich leicht beweisen, dass jeder 

der Ausdrücke Fr, F,x mit unbegrenzt wachsendem x einem festen Werthe 


zustrebt. In der That lässt sich immer für x ein solcher Werth x’ an- 


geben, dass jede Erweiterung dieser Ausdrücke über x’ hinaus bis zu einem 


. . y ! ‚’ 
beliebig gegebenen Werthe & von x nur solche Aenderungen von Fx und 
F,x zur Folge haben kann, welche ın ihren reellen und imaginären Theilen 


eine gegebene Grenze von vorgeschriebener Kleinheit nicht zu erreichen 


vermögen. Es ıst nämlich. wenn x’ und x der Einfachheit halber ganz- 


zahlıs vorausgesetzt werden, 
* As— A(s—l) 
0 Y . 
F& — Fe — e u — 
1+r° 
Aw‘ 
1420 


x „As 
9 V. g 9° Ve’ u 4 

> — +- 9° 2, [° 
I+ 1+7' er 
HI Var! 9 Vx' U. ; 1 
sg u Ei zur . . u 5” ee 
a — WE | 


1—+.° l+-x re 
39° 
<< yire’ 


5 #8 — All), 


N 


l+a ‚v ( w O8 als 
„ „log(! d. An! we)... 3 E. As ‚log s BR\ s6t1)\ 


142° 14 I+x° \8 s+l ) 
loeg(IF=") _ .o log (I+a’) 
+‘ . V1-+a' 
HERNE Az s _ lest), 
8 


142° 


mod (Fx — Fa’) <* 


og $ 


mod (HK X — Kr) < NS 
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-. log (1+.°) -. log (1-4) 
DS er, - 
® V1+.° 4 Vl+' 
+. 5 / log s Fi log (s+1)\ 
la "Ver } 
nd 2 log (s+1) 
+ >, Vs+1 — Vs - 
+20 \ + ) s+1 
29° log (1+.x") ra log s 
er | 10° 2. 4 
an Y1+.' 72 


1-+r 0% 
Auf dieselbe Weise findet man als obere Grenze für den Modul von 
Fx die Grösse 39". 


Bezeichnet daher F® den Grenzwerth von Fx für =. so hat man 
. 319° 
15.) Fı=Ff’—+ ; 
yı 
wo 4 eine Zahl ist, deren analytischer Modul die Einheit nicht, übersteigt. 


Dass dieser Grenzwerth F’ nicht verschwinden kann, lässt sich ähn- 


lich, wie es Dririchlet bei mehreren Gelegenheiten gethan hat, beweisen. Es 


kann nämlich F° als Grenzwerth von 2 #(l-+o, x 


4, w) für o=0 angesehen 
werden. Ist nun zunächst » = 1 und y nicht = 1 (was die Existenz 
mehrerer Geschlechter voraussetzt), so hat man nach (13.) 

s/ | 1 2 
Flo, 4 1) = 1 j I 
- 4 Yu 
oz p2+2 Rain gt 
Äi'y ar 
und da y immer von der Form | ist, wo d einen gewissen (positiven 
’ Mm = 
oder negativen) Theiler von :D vorstellt, so kann man 
D = dd. 
| | l 
FE ange: U FE | BE 
1 5x3 d 1 
l — ——, I —| l — 
yt2: \y ri+ y rl+ 
l l 1 
/I —, u FI BERN : 
Yu 2 d l N d ' ] 
(1 1—(—-)\— 1 —( 
. A 5 A u EEE 
setzen und erhält, über alle ın 2D nicht aufsehenden Primzahlen p er- 
streckt. 
r \ l | 
i+oy,1)= U ——- —- T7— ’ 
. 1 & 1 /d l 
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— Er = ER y bi (< ie 
\m/ mi* m / mI+? 
dı 1 iS 

0 _ 6 
Frau $ } X —) 

m Mm m Mm 

von welchen Reihen keine verschwinden kann. Um dann den Beweis für 
den allgemeinsten Fall zu führen, gehe man in der Gleichung (13.) zu 
den Logarıthmen über und summire hierauf in Bezug auf alle Werthe 
von w und alle Ausdrücke y aus &,. Setzt man z=1-- eo und zur Ab- 


kürzung 


so ergiebt sıch 


— znbgk + lg P1+0,%,1) + (log Fl -+ 0,7 w) 
x Z 


(16.) 





—+- log 1l+0%9w"')) +: =2xn, i > oh 


wo das erste Summenzeichen der rechten Seite sich auf alle durch die 
Hauptform darstellbaren Primzahlen q u. s. w. bezieht. Würde nun eine 
der Funetionen ?(l —+ vo, z, »), in welcher » nıcht = 1 ist, mit unbegrenzt 
abnehmendem # unendlich klein werden, so würde der conjugirte Ausdruck 
P(1 + 0,% ©‘) sıch in demselben Falle befinden, und die linke Seite der 
Gleichung (16.) würde für hinreichend kleine Werthe von o negatıv werden, 
was unmöglich ist. 

Man denke sich nun in den einzelren Gliedern des Ausdruckes 


‚log n 


. | ) 
F,(z, z, w), welche alle dıe Gestalt z. »” haben, den Logarıthmus von 


Mm 

m ın die Logarıthmen der Primfactoren von m zerlegt und fasse hierauf 
alle mit dem Logarıthmus der nämlichen Primzahl 4 behafteten Glieder zu 
einem Gesammtgliede © zusammen. 

Setzt man zunächst voraus, dass qg eine Primzahl ist, in Bezug auf 
welche /) quadratischer Rest ıst, und dass qg durch die Formen f,,.. F..n-. 
(eventuell /, , doppelt gedacht) darstellbar ist, so lässt sich © leicht bilden, 
wenn man alle durch eigentlich ursprüngliche positive Formen der Deter- 
minante /) unter den Summationsbedingungen dargestellten Vielfachen von 


g betrachtet. 
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Es sei m = m’g’ ırgend eines dieser Vielfachen und g’ die höchste 
N og m ’ 
in m aufgehende Potenz von q. Es ıst dann 2(m) der Complex aller 
m 


derjenigen Glieder von F, x, welche m zum Nenner haben, und der Beitrag, 


9] (m) 


den dieser Complex zu © leistet, ıst = 2 log g. Man verificirt nun 


m 
leicht mit Hülfe der Formeln (9.), (10.), (12.), oder auch durch logarıth- 
mische Differentiation der Gleichung (13.) nach z, dass 
K)= (ao Ha) + @N) War) ++) zu + 
und hienach allgemeiner 

Km) = Um'g’) = (md) 4.0 + o") + (mg) (0 + w”) 

+... + (m) Klo" + w) 

ist. Es lässt sich demzufolge der Ausdruck 


9] (m) 


DeN 


log « 
m 2. 1 
auf dıe Form 
2(m! g’') | log q Um g*?), , 
Ä 49 o“ N 
mg ET) q 5 mg“ . y- g' Er 
bringen und es wird 
log ı „;® rt x log ce 
6 —=FfF/ ‚50 ) zul — ”) 64 — F{ X w) ( w“ —- u” 3 
4 u h q e 
log 4 
— F( wi w )z.(w” —+ ww”) ge 7 
Da Pie 
u ann 37 9° ( 
F( ‚nSwu)=f’+ , 
\ gq v Vr 
y u 0 
mod Fı % 0) < 39°, 
gq? 
Y L 0 
mod # (ger wY<3N, 
so kann man 
" lo N i 
G = F’y(lw + w”) IHN 
y 


setzen, WO 


1 1 l 
mod N < 6 9° ( Fr + g3 + er +.» #1 log q, 
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u ai 5 Dar TE 

ve vq ga(9—1) 
Ist dagegen q eine Primzahl, welche nicht durch die Formen der 
Determinante D darstellbar ist, so kann es nur als gemeinschaftlicher Factor 


zweier darstellenden Zahlen «, v auftreten, und es ist in diesem Falle 


2log 89 


21 
G— vn Fi w2 o) n Be F(- m % o) + 


’ 1 1 
mod & < 69° > #J + 


Werden nun die zu den einzelnen Primzahlen gehörenden (resammt- 
glieder © addırt, so ergiebt sich 
R 
(17.) F,(&, 1,0) = F® = y. (0 + 0”) 
3 


log q 


4 
Hierin bezieht sich das Summenzeichen auf alle bis zur Grenze x 


+ 4. 


vorkommenden in 2D nicht aufgehenden Primzahlen 9, in Bezug auf welche 
D quadratischer Rest ist, und «, v sind die jedesmaligen Zeiger der Form 
F.,., durch welche q darstellbar ist; ./ ist dem analytischen Modul nach 
65° I ©, logp PR 4 5 logp 
3 p(p—1) ve 3 yp 
wo » alle ungeraden Primzahlen ohne Unterschied vorstellt. 
Um eine genauere Begrenzung für 7 zu gewinnen, ist eine ein- 
n  logp = Mr ’ 
gehendere Untersuchung der Summe = < nothwendig. Setzt man zur 


Abkürzung 
v 
Zlogp = wy, 


so Ist 


und da 


so schlie 
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: lJogp A 
18) zZ <2yr + 3- 
3 ıP 3 8 
<< 4yi. 
Hiernach wird also ın (17.) 
= log p rw 
a mod I <6N° 2 — 345°. 
3 (p—1)p 
Da F’ von Null verschieden und F,x convergent ist, so zeigt die 
’ jean w. log 
Gleichung (17.), dass die Summe FI 57, (0 + wo”) -&9 ihrem Zahlenwerthe 
3 q 


nach nie eine gewisse angebbare Constante (U, überschreiten kann, wie gross 
auch x seı. 
Es sei nun 
“ 
zy,(0 + u") 1084 == 9% 
3 4 
und s irgend eine positive ganze von der Einheit verschiedene Zahl. Es 
ıst dann der Ausdruck 
95 — Os—]) (0 + 0”) 
= log ’ : ur; In en 4 E 
je nachdem s eine durch Formen der Determinante /) darstellbare Prim- 


oder = (0). 


zahl 9 oder irgend eine andere ganze positive Zahl ıst, und daher 
= (w" +0) E Os — Xs—1) 


N — — 
Fe q ur log s 
u ar 2 J .x FB ch ev 1 ee ] 

log (1+-2°) log (142!) 142 (Tor 8 log (s+1) 
e C ER. 

og te) + log ar) - - ’ log Ss Fr log (l-+s) 
2C, 

log (1- ru x°) 


Ps 


ohne Rücksicht auf das Zeichen. Dies zeigt, dass dıe Reihe I’ y, 
Ä Z r 


wenn die Glieder derselben nach der Grösse der Primzahlen 4 geordnet 


e —— ({ı) 


werden, convergirt, und dass, wenn der Summenwerth derselben mit 


W(y, ») bezeichnet wird, 


@ (u + w7 zu ’ Eh 
(19.) * /u q SS je wo) log (1 1 


gesetzt werden kann. 


Diese Formel gilt für alle Verbindungen von y und w, mit Aus- 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVII. Heft 4. 40 
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nabme des einzigen Falles, in welchem gleichzeitig „= 1 und » =1 ist. 
In diesem Falle hat man nach (5.) 
(20.) z_ BEE; AUGEN. DON GEGNER „2 
3 


Aus den Formeln (19.) und (20.) lässt sich zunächst leicht der 
asymptotische Ausdruck der Summe der reciproken Werthe alfer durch 
Formen eines gegebenen Geschlechts aus 2 darstellbaren, die Grenze @ 
nicht überschreitenden Primzahlen herleiten. Setzt man nämlich über alle 
Ausdrücke y aus ©, mit Ausnahme der Einheit erstreckt 

2.84 D=L.(), 
und über alle Ausdrücke y aus ®, ohne Ausnahme erstreckt 
22.8, W)=L.(o), 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (19.) und (20.) nach (7.) 
„I __UG , &-H-ot9r2M 








21) ED — — 
@1L) = ut He = +5 
wenn o = 1 ıst; dagegen 
Go +” 1 
22. R P ji L 
( ) ' 2q 2% Ko)tre; 
wenn o& nicht = 1 ıst: das Summenzeichen bezieht sich ın beiden Fällen 


auf alle Primzahlen g, welche durch Formen des die Zwitterelasse 3. ent- 
haltenden Geschlechtes darstellbar sind; & und € sind Grössen von der 


1 . 
——-, für welche sich leicht obere Grenzen angeben lassen. 


log @ 
Die Gleichung (21.) enthält die vollständige Lösung der Aufgabe 


ın dem Falle, wo n—=1, d.h. in jedem Geschlechte nur je eine Classe 


Ordnung 


vorhanden ist; hierher gehören mit Ausnahme von — 1, — 2, — 3, — 4, 
— 7 alle jene 65 Determinanten, welche Gauss im 303. Artikel der Disq. 
arıthm. aufzählt. 

Ist n > 1, so gestatten die Gleichungen (21.) und (22.) die durch 
eine bestimmte Form f.,; (oder f. _.) darstellbaren Primzahlen in folgender 


Weise zu isoliren: 
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21 _UG | G-H-04D+1.0) 
»g 2un „ un 
Em _ 
L. .) ira 
+ I ”) e” )+ 2ın ) 2 ) | 
Tu, ar | 


e - u 
+( er -)L.e* BET} 
Ill. Sind nur in einer Hälfte der Geschlechter Zwitterelassen ent- 
halten, so sınd dıe Olassen von (2 nach der Vorschrift des 307. Artikels 
VII. der Disq. arıthm. zu gruppiren. 
Es sei & eine Classe, deren Zusammensetzungspotenzen alle Classen 
ihres eigenen und des Hauptgeschlechts zu erzeugen im Stande sind, so 
dass die Formen 
23.) ©, ©, &,... € 
alle verschieden sind; die Potenzen mit geradem Exponenten stellen dann 
alle COlassen des Hauptgeschlechts, die mit ungeradem Exponenten alle 
Classen des Geschlechts, zu welchem 6 gehört, dar. Erschöpft diese Reihe 
noch nicht alle Glassen (2, so nehme man eine der ın (2 nach Entfernung 
der Reihe (23.) zurückgebliebenen Zwitterclassen 3, und bilde die Reihe 
(24) 3,8, 36, 3, --- He, 
welche wiederum zwei vollständige Geschlechter aus (2 umfasst und nur 
zwei Zwitterclassen enthalten wird. Repräsentiren die Reihen (23.) und 
(24.) noch nicht alle Classen von £2, so sei 3, eine weder in (23.) noch 
(24.) vorkommende Zwitterclasse, und man bilde die Periode 
38, 30, 3, -..:3,6”". 
So fahre man fort, bis der ganze Classenausschuss 2 erschöpft ıst. 


Es können dann alle Classen von (2 folgendermassen gruppirt werden: 


E 3 2n—1 
8", (5 ea (5 n A 
- 0 ns nu ) 2 1 
3.8), 3,6 A J,® r . 
EE ) 2n 

3 aa ‚8, + 318 


Im Uebrigen führen ganz die nämlichen Schlüsse, wıe ın dem ersten 
Falle, zur Lösung der Aufgabe, weshalb ich hier nıcht mehr näher darauf 


eingehe. Zu bemerken wäre nur, dass, da die Unterscheidung zweier (re- 


schlechter, welche in je einer Classenperiode vereinigt sind, schon durch 
40° 
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die Wurzel — 1 der Gleichung »”* = 1 herbeigeführt wird, die Glieder der 
Gruppe ©, auf die Hälfte zu reduciren sind. 


4. 
Es sei A(— D) die Anzahl der Classen, in welche alle eigentlich 
ursprünglichen positiven quadratischen Formen mit der negativen Deter- 


minante — D) zerfallen; es soll der asymptotische Ausdruck der Summe 
s, H(— n) gefunden werden. 
i 
Man denke sich alle reducirten nicht eigentlich aequivalenten (ur- 
sprünglichen und abgeleiteten) positiven quadratischen Formen gebildet, 
welche den Determinanten 
—1, — 2, — 3, +. — [r] 
entsprechen und bezeichne | 
mit fx die Anzahl derjenigen unter diesen Formen, welche 
eigentlich ursprünglich sınd, 
mit Fx die Anzahl derjenigen Formen (a, b, ec), in denen 
wenigstens einer der äusseren Üoefficienten a, c ungerade ist, 
mit (s, x) die Anzahl derjenigen unter diesen Formen, in 
denen der mittlere Coefficient ohne Rücksicht auf das Zeichen den 
Werth s hat, 
so wie endlich mit y(s, 2) die Anzahl derjenigen. Formen 
(a, b, c), in denen die äusseren Üoefficienten a, c beide gerade 
sind und der mittlere den Werth + s hat. 


Alsdann ist, wie leicht zu sehen, 
rn Y n 206 PH 
(235) Fr=/fı+/ = sr ER, 


und da der grösste Werth, den der mittlere Coefficient irgend einer dieser 


Formen haben kann, = IV 2 ist, 


ps 


“ ei A dise v A ’ 
(26.) Pr =, (w(s, 2) — (5, %)). 
) 
Die Ausdrücke y und y ergeben sıch leicht, wenn man auf den Be- 


7 


griff einer reducirten Form zurückgeht. Eine quadratische Form (a, b, c) 
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von negativer Determinante — D heisst reducirt und positiv, wenn a < c, 
25 < a und überdies « und e positiv sind (Disquisitiones arıthmeticae 171). 
Um daher sämmtliche reducirte nicht eigentlich aequivalente positive 
Formen einer gegebenen negativen Determinante — /) aufzustellen, deren 


mittlerer Coefficient einen gegebenen Zahlenwerth s hat, hat man, wofern 


RR kat EUR 
s=y2 ist, die Zahl ®—+ D auf alle möglichen Weisen in zwei ganze 


positive Factoren a und c derart zu zerfällen, dass @« < c ıst, und aus jeder 





solchen Zerfällung, falls s = 0 ist, die Form (a, 0, c), falls dagegen s > 0 
ist, die zwei Formen (a, s, c), (a, — s, c) zu bilden. Aus diesen so gebil- 
deten Formen sind dann alle diejenigen auszuscheiden, in denen @a << 2s 
und welche nicht reducirt sind, so wie auch diejenigen reducirten Formen 
(a, — s,c), in denen a=2s oder a==c ist, weil eine solche Form der 


Form (a, s, c) eigentlich aequivalent ist. (Disq. arıthm. 172.) 





1’. Es seı s=0. Man bilde alle Zerfällungen der ın der Reihe 
l, u >, .. x) 
enthaltenen Zahlen in zwei positive Factoren a, c, von denen der erste den 
zweiten nicht übertrifft, und aus jeder derselben dıe Form (a, 0, c). Be- 
zeichnet Im die Anzahl der Theiler der Zahl m, so ıst die Anzahl der- 
artiger Zerfällungen der Zahl m 
‚=4(m-+ 1) oder =4 Tim, 
je nachdem m ein Quadrat oder keines ist. Es ıst daher 
(27) v0, = (I1I1+-T2 +. + 2[r)+4 
—=16r-+ 4 [Vz], 





| x| 


wenn allgemein 
T1+22+ + ty=%y 
gesetzt wird. 
Diejenigen unter diesen Formen (a, 0, c), in denen a und c beide 


gerade sind, entspringen ausschliesslich aus den Zerfällungen der Zahlen 


rung | 2 
und ıhre Anzahl ıst 


N Fr PR x u 
}(TI+224+ +27 |) +1 [y}] 


so dass 
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28) 20-45, + ılyz] 
wird. 

2”. Es sei s>0. Da der kleinste Zahlenwerth einer Determinante, 
welcher reducirte Formen mit dem mittleren Coefficienten + s entsprechen 
können, —= 35” ist, so hat man alle Zerfällungen der Zahlen 

4,4 + 1,:--°—+ [ee] 
in zwei positive Factoren a und c, von denen der erste den zweiten nicht 
übertrifft, und aus jeder derselben die Formen fa, s, ce), (a, — s, c) zu bil- 
den. Der Complex dieser Formen heisse (s. Die Anzahl der in 2s ent- 
haltenen Formen ist 
TI HH TA HD + HT +) + IR HE — Va — 1] 
oder 
29) +) —- EA? — N)+WE+r—2s-+1. 

Hierauf sind alle diejenigen Formen auszuscheiden, in denen a einen 
der Werthe 1, 2,---2s —- 1 hat. Bezeichnet e einen beliebigen dieser 
Werthe, so können Formen mit dem ersten Üoefficienten e nur aus den 


Zerfällungen der Zahlen 


R (1 a >—]) e (2 - | -—]), BE“ = 


entspringen, und umgekehrt gehen aus den Zerfällungen jeder dieser Zahlen 


je zwei und nur zwei solche Formen hervor. Die Anzahl dieser Formen 


2 2 __ 
RE a0 
w e € . 


und somit die Anzahl aller Formen aus 2s, ın denen a << 2s ıst, 
we. BE nn ET 
Ir + 

(30.) ) | 

RIESE 


ıst also 





‚T4s?—]": [7 zei ui. \ 
u“ | m 21 ]). 


Ferner sind aus (2s noch diejenigen Formen (a, — s,c) zu ent- 
fernen, in denen @=?2s oder =c ıst. Die Anzahl der ersteren ıst nach 


dem Vorhergehenden 


| —:] [> 
28 2s | a 
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die der letzteren 
Vet] — VI, 
wobei zu bemerken ıst, dass die Form (2s, — s, 2s) unter den ersteren 
und letzteren mitgezählt worden ist. Hiernach ıst also die Anzahl aller 
Formen (a, — s, c) des Complexes Q2s, in denen «= 2s oder = c ist, 
s’+a 
83-15, 
Aus (29.), (30.), (31.) u sıch 


s2+ 
(5,2) = Sl +2) — Ca —I)+2s — e : 





+ Werte] —4s +1 





- 2 ])+[7)+ +55] 
le 


Diese Formel vereinfacht sich noch bedeutend, wenn man die nach 
Dirichlet”) leicht zu beweisende Gleichung 


(32) &— 25, | — | — (v2? 


1 
auf E(4s? — 1) anwendet. Es ergiebt sich nämlich dann, da 2s — 1 die 


grösste ın Y4s°— 1 enthaltene ganze Zahl ist: 


(TI ++ HEN een a 
und daher 





w st | s?—+2 s®’—+ıx 
3: Ä u eilt in |. _ 
(33.) w(s, ©) (+2) (I er + [5 | + +12 
2 
- [= +4" — 25 +1. 
L 5 





Die Formen des Complexes (2s, in denen a und c beide gerade 
und bezüglich —= 2«, 2c sind, erhält man ausschliesslich aus den Zer- 


fällungen der Zahlen 
as 
48,48 +4,::: 4 —e], 
und findet die Anzahl derselben 


a a Tr rn 


——————————— 


*) Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie, Ab- 
handlungen der Berliner Akademie, Jahrgang 1849. 
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s’+r 


4 








=6 (86-14 [YE]—s+ 1. 


Die Anzahl derjenigen unter diesen Formen, in denen 2a’ < 2s oder 
a@ = s ıst, ıst ähnlich wıe oben 


17 DD ET] + O9 


+... + []) 

















die Anzahl derjenigen Formen (2«@', — s, 2c'), in welchen a’ = s ist, 
 [8?+x "s?—1] 
u | 45 | “ 8 I 
endlich die Anzahl derjenigen Formen (2a, — s, 2c'), in welchen a’ = c' 
ist, mıt Ausnahme der Form (2s, — s, 25) 





Die Anzahl der aus den in (2s vorkommenden Formen mit geraden 











äusseren Coefficienten auszuscheidenden Formen ist demnach 
rs’+2 +7 str Ke. "s?—] 
2 (| ua Er 5 Ahr u an =» 


++] —]))—[: ne _ [y te] __ 
Hiernach wird 


1 )=65(— I dee | —e] = Ba 


























ae en T + [=] +... + 1] 
+[9]- +2 


und da nach (32.) (auch für s= 1) 
u Er) 


=? | nn + (s-—1)’ 


ist, so findet man einfacher 
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ı(s,2) = = 1 


(34.) 
+| 


s?-+r 





8? +r 


4s 


r 


ua 


s?+r 
he) 


str 
4 





+ +[ 


I+I 


Ind. + 


4s 


Soll ıu(s, x) oder y(s, 2) für gegebene Werthe von s und x wirklich 


berechnet werden, so ıst es vortheilhaft, auf S(s’+x) und © 


Formel (32.) anzuwenden. 


DE" 
zn 


) 


J 


‚s 


dıe 


Man erhält auf diese Weise 











| N , 
v0,)= 5, = — — VaP-+ — [ve], 
! ı In 2 2 
vr Ei l u: - 2 | ; r 
AO.) = 2 _— / | 
(9, x) A j ) ] 4 er ) Vz) 
Verse? a Ft 
(8, x) = 2 2, —e] eb . 5 —- ee u ee en 1 sa], 
y n 2s 
a Biken. s’-r@ Ä Be 
(4,2) = 32, 171 — 7 pr Re | | |. 
PAR L) 2 y | An | * u. 5 | 1 
Da | 
1 | — — loe ?2s + 6 
na Dr 2s—1 Er. PT Zu 485° 


und bis auf einen Fehler von der Ordnung Vx 

SE?’ +N)—= (+ log (+2) +28 — 1) 
ist, wo & die Zulersche Oonstante vorstellt und 4 die Einheit nicht über- 
bis auf Grössen derselben Ordnung 


\r (logx +26 — 1) 


steigt, so findet man 
v(O, x) 





—— 7] 


S* 


248° 


‚2 


/ 2 | d tr \ 5) . 
($S’ > X) 108 ( -7 98 /. ( ). 
” ) Oo 45? ) 


Hiernach wird nach einer bekannten Formel, bis auf einen Fehler 


2 
-— —— /] 


w(S, x) 


von der Ordnung x 


) T l z ' 
RE 4 IR, s’+r | 1+ Sa „/® 
a, WS, Zi / 5° x) log —\ ds + !(1-+-r) log ( —) — — l/— 
’ s Wi ) N je ) O\ 452 ) 2\ / oO 4 ) 3 | 3 
E; r 
rs „3: le 86 /% 
2, w(s, 2) = / (s’—+ 2) los( Zr \ds—+ tlogex — — V 
m e ? / N O : 2 3 
Durch partielle Integration ergiebt sich aber 
‚2 sl, Pu 
9 S +. N "3 / N “ da > «€ ] 
j y — ds = (4s sz) log —— / ——— ds 
Seal Zi di Gt 
ie u 4 z 
seta Z 08 8 
= G4s"’+sÄD)lg(-,;)+ 7 +7 ?rVsarcg > 
\ 45 3 } Mn 


41 
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y. 
SE +9 )u=— Gr) +15 


+ u cVx =..8 x Vx arct A 
9 .-3 5 v2’ 
Es ist daher bis auf Grössen von der Ordnung x 


123 
u 27 
2, v(s,2)== x. 
ur) 9 


Ebenso findet man 


v: 

5 u 

= 1($, %) 18T 
Nach (26.) kann also 


gesetzt werden, wo © beständig unter einer angebbaren Grenze bleibt. 
Die Function fx lässt sich durch Fr ausdrücken, wenn man in (25.) 


T 


IT setzt und sodann die Gleichungen 


statt x der Reihe nach x 


F=jp+j, ++ tt 


yü KL LT 
dr EEE 32 + /f. 2 = ... * 
FE «d 

52 —— ER _- ...» 


nach fx auflöst. Zu diesem Ende hat man nur nöthig, dieselben der Reihe 
nach mit ul, «3, #5, ++ zu multipliciren, wo un die ın 1 festgesetzte Be- 


deutung hat, und hierauf zu addıren. 
Auf diese Weise ergiebt sich auf alle ungeraden Zahlen f von 1 


bis x bezogen 
a n F“ 
Sam $ u e 
je=ZufF", 


Da nun 


= ‚T 0 ® 
PF—=274+®% 
ee 
gefunden worden ist, so wird 
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zu uf ) 
ji = z x 2" --r = 
und bis auf einen Fehler von der Ordnung x 
n ,@uf 
— — R Der 
J® 6 I 1 PR 
7 


1 
All 7 (ie 2 =) 


Wird nun der a der Reihe 





| 1 1 1 ae 
a a Te ınt. 


mit 5, bezeichnet, so ist 


1 1 l 

1 1 1 ] 

„n y3 Be 33 Bien 53 
1 1 l 8 

ey ae 
( 33 /\ 53 ( 73/ 78, 
und daher 
Arr 


DE nn, > 
J 218, 
Es ıst also der gesuchte asymptotische Ausdruck 
Ar 


218, a. 


@G 
2, H—n=f0= 
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Für die BAEEREN Classenzahl ın der Nähe von (@ würde man also 


den Ausdruck : Be 
{ S, 


EEE Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem- 


jenigen, welchen Gauss ım 301. Artikel der Disquisitiones arıthmeticae 


giebt, nur um die Constante d, welche indessen an einem andern Orte 


(Gauss Werke Bd. Il. S. 284) wieder fortgelassen worden ist. 


d. 


Es sei in der Theorie der complexen Zahlen von der Form a — br 


gm die Anzahl derjenigen Zahlen eines vollständigen Restsystems für den 


Modul m, welche mit m keinen gemeinschaftlichen Factor haben, und 2@ 


der Inbegriff sämmtlicher ganzen complexen Zahlen mit Ausnahme der 


Null, deren Normen < @ sind; es soll der asymptotische Ausdruck der über 


(r 


4 
i 








41* 


alle Glieder von 2 @ zu erstreckenden Summe Iy m bestimmt werden. 
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Es sei um eine derart von m abhängige Zahl, dass 1°. um = 0 ist, 
wenn m quadratische complexe Theiler (ausser + 1) zulässt, 2°. um = 1 
ist, wenn m = 1, , —1, —ı oder aus einer geraden Anzahl verschiedener 
complexer Primfactoren zusammengesetzt ist, und 3°. um = — 1 ist, wenn 
m aus einer ungeraden Anzahl verschiedener complexer Primfactoren be- 
steht. Ist m in seine complexen Primfactoren zerlegt = :’ a“ b°..., so hat 


man bekanntlich *) 


, 1 ii 1 

(35.) ym = Nm(1 ro ll a 
BEER, SE, nn, 
= Su TAN 1, 


wo das Summenzeichen auf alle primären complexen Theiler 7’ von m zu 
beziehen ıst. Als primär gelte eine complexe ungerade Zahl dann, wenn 
dieselbe = 1 (mod. 2 —+ 2:), eine complexe gerade Zahl hingegen dann, 
wenn dieselbe von der Form m(l + e)* und m’ eine primäre ungerade 
Zahl ist. 


In der Gleichung (35.) werde statt m nach und nach jede Zahl aus 


(2G gesetzt und hierauf die Summe aller dieser Gleichungen gebildet. Um 
das Resultat übersichtlich zu ordnen, zıehe man alle mit dem irgend einer 
bestimmten primären Zahl » aus 2G entsprechenden Factor un behafteten 


Bestandtheile ın ein Glied zusammen. Da die Gleichungen, in denen ein 


Glied von der Form un N) vorkommt, denjenigen Zahlen m ent- 
N 
sprechen, welche complexe Vielfache von rn sind und daher durch Multi- 


Y 


. . . r / G . . . 
plication sämmtlicher Zahlen aus AT) mit n entstehen, so ıst das ge- 
7 


G 


Nn 
suchte Glied = Y Nm. und man hat 
1 
(r 
G (Fr Nn 
(36.) FZym= un ?* Nm, 
1 1 1 


wo das äussere Summenzeichen sich auf alle prımären Zahlen von 2G 


bezieht. 


*) Dirichlet, Recherches sur les formes quadratiques & coe@fficients et a ın- 
determinees complexes, dieses Journal XXIV. 
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Es handelt sich jetzt zunächst um die näherungsweise Bestimmung 


x 
einer Summe von der Form EN m. 
1 


Da eine reelle positive ganze Zahl s so oft als Norm einer ganzen 
complexen Zahl auftreten kann, als dıe über alle ungeraden (reellen) Theiler 
d von s zu erstreckende Summe 4 2(—1)'@-” beträgt, so hat man 


x x 
ZNm =42,s 2(—1)" 
1 


1 
und nach Umkehrung der Reihenfolge der Summationen 


ZNm—4 — ION / z), 
1 


wo f alle ungeraden Zahlen von 1 bis x zu durchlaufen hat und die Summe 


sämmtlicher unter x liegender Vielfachen der Zahl /f zur Abkürzung mit 


(f, x) bezeichnet ist. Setzt man ferner [VYx] = 17]=7 — r, und die 
Summe derjenigen Glieder der Reihe 

l, —3,5, — 7,9, —11, 
deren Zahlenwerth nicht grösser als y ist, = F'y, so "liest sich dıe Summe 
SC, x) ın folgender Weise zerlegen, 
h z 
KUNG) = HMMM) + Fe — FR, + 3(P) — F,) 


l 


= NIC D) + Fat 2F, ++ FT — 4 WFI 
und da Da 
Aal +2+ + [F)=vli]+[;) 
ran nen 


so hat man 








a —_ 1307-0 
er Tu 
1 1 
wo 
u... I u/-D/ı N > “ _1N1/-9, /1.__r 
N—= — 2 == 42 = —i) (4 —r) —22(—]) r,drJf 
1-+/ 1 


+ 4Fx + Va Be FT) — 2-1) Fl 
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ıst. Es ıst aber ohne Rücksicht auf das Zeichen 


&l__1NH/-D 
— du} S D 
1+J 


ı 
42: ZA—)/P( —r) < e@+r 
1 





—2/(!+-l)FlI<2#®+r+ Va 


Fe+F, +-:-) <Ni+r+2(145) 


er 


<2#.+r2+Vr 
ı /p 2 
2X <4(l) 
1 


und daher 
25 9 1 


Man kann demnach 
x 7T \ * i 
ENm= r "+ 9r 
: | 


setzen, wo der Zahlenwerth von 9 nach (37.) nie eine gewisse angebbare 
Constante Ö° übersteigen kann. Wird dieser Ausdruck in die Gleichung 
(36.) eingesetzt, so lässt sich das Resultat auf die Form 

Zgpm = x ( zn — 3 (? S sn + (# zen 

1 1 n 2 1410) In 1 n° 
bringen, worin es nur noch einer Vereinfachung der einzelnen Glieder 
bedarf. 

Da allgemein, wenn n, n’ zwei zu einander theilerfremde complexe 
Zahlen bedeuten, un - un’ = unn' ist, so hat man über alle complexen 
Primzahlen g, 1—+ ? mit inbegriffen, erstreckt 
© um ug 1 
2 1, = Miı+ N) I(1— Na: 
Scheidet man ın diesem Producte die eingliedrigen Primzahlen von den 
zweigliedrigen und bezeichnet allgemein mit p jede ungerade reelle Prim- 
zahl, mit p jede reelle Primzahl von der Form 4h + 1, mit q jede Prim- 


zahl von der Form 4h —+ 3 und mit Y% den Werth der Reihe 
Ta trat 


so ergiebt sich durch leichte Umgestaltungen 
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1 


a = a) 


— (1 —;;) n(1—--,) (1 — u, 


p’ p? 
6 
= 3 
Ferner ist ohne Rücksicht auf das Zeichen 
6 6. 
5 dur SH’ x — 
Nn? 1 Nn? 
oO un © |] 
um Ss —__ 
14+[G] Nn? 1+[@] Nn? 


> .s 1d-1) 
I,— 3(—1) 


1+[{[6) $° 
© (—_1)K/-9 
21 gm 
— 2 ”9Q 
1 h 1+[7] F 
. Q . 
< 2 +er 
GH) 
1+8% L 
Eee 
Der gesuchte asymptotische Ausdruck ist sonach 
6 Ba 
Zyn=, FF +4, 
1 ra 
wo 
ze 142%) _ Rt 
EEE un Ar 
1 Nni 2 2 
Die Zahl Y lässt sich bequem mittelst der Formel 
\ 1 1 1 1 l 2 | 
Eu ze - 75 — IS — et De ae m 
'=1 Pr ” 52 7. ; 92 (8: 1 >) (8: 1 er 
B) ( 1) 
— D nn 1 Ben h u 
46 L 27 
worın 


| 1 
Sel+ tat 


1 1 
u 


berechnen und lautet auf 10 Decimalstellen genau 


“—= 0. 9159655941. 
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6. 
Es bezeichne Tim die Anzahl aller Theiler der ganzen complexen 
Zahl m von der Form a— bi; es soll der asymptotische Ausdruck der 
über alle Zahlen des Complexes (2G, welcher die nämliche Bedeutung wie 
in dem vorhergehenden Abschnitte hat, auszudehnenden Summe Im be- 
stimmt werden. 
Ist m eine bestimmte Zahl aus 2 @ und stellen %, X,... alle Zahlen 


des Complexes 2(<-) vor, so kommt in den Gliedern 
Ikm, Ik'm,.... 


der Summe S'’Im je eine dem Theiler m entsprechende Einheit vor. Durch 
Zusammenfassung dieser Einheiten erhält man, wenn allgemein die Anzahl 
der Glieder des Complexes 2x mit Ax bezeichnet wird, über alle Zahlen 


m aus ((G erstreckt 


zn 4.) 


Es sei ferner g die grösste in Y@ enthaltene ganze Zahl und es 


B 
werde unter &'/m die Summe der sämmtlichen ganzen complexen Zahlen, 
A 


deren Norm zwischen A und 5 mit Einschluss beider Grenzen liegt, ent- 
G 

sprechenden Ausdrücke fm verstanden. Zerlegt man die Summe I u). 
1 m 


wie folgt 
q G 

3) Zul) + zul?) 

( ) 1 Nm g+1 Nm 
so lässt sich die zweite dieser Theilsummen umgestalten, wenn man zu- 
nächst alle diejenigen Glieder zusammenfasst, in welchen m die Bedin- 
ungen 
zung G 


G 
1<— <2 oder -— Nm<G 
Nm 2 


erfüllt; die Summe dieser Glieder ist — AU[AG _ u). Hierauf ver- 
einige man diejenigen Glieder, in welchen 


} G 
2 re oder = <Nm< en 
Nm 3 2 


und deren Summe = \ (u © Fe Y > ist. Auf diese Weise fahre man 
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fort und bilde zuletzt aus allen Gliedern, ın welchen 


G (7 
<= Nn oderg << Nm< 
| 9 
ist, die Summe IrIcE - — A 9). Es wırd also hiernach 
6 G - (7 (7 (1 
zZ — —4 ein G—-AZ)+ANAZ N 
1+9 Nm 2 4 > 3 ) 


IR TRERRERER v* Ag - jan Ay) 


(G 
— ALAG+ A2 —- ANA, 


u 


/ \ (7 ‚< 
+ :::+ (Ng — Ug — 1)) A — (Ag) 


4 
== ZU Be (Ag) 
| Nm e 
und nach (38.) 
. y 
(39) ZIm—= 284 — — (AV 6): 
Für Az hat man den Ausdruck 


Ir = nz —- Ve, 
worin der Zahlenwerth von Ü nie eine gewisse angebbare Uonstante ( 
S0 GI- 


übersteigen kann. Wird dieser Ausdruck in (39.) eingesetzt. 


giebt sıch 


(40.) Im =2ını a ES — EN 
ı IM 
U, 
=? G 5 V, Int — UVG 
1 iv 
und da 
YG YG 
N 40 2 — (1) 
677 ı Y$ ’ , 
„e(—] 1 1 
<a" 8 Zn a a tr, 1} 
u? 
ni l l 
<4U (1I+5+::+) 
j 2 19 
<sSsUÜ"@ 


ist, so wird R von der Ordnung @° sein. 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVIl. Heft 4. 
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Es handelt sich demnach nur noch um die Bestimmung einer Summe 
r 


1 r 2 h ' ’ 4 
von der Form F —-- Zu diesem Ende bezeichne / die grösste in VYx ent- 
ı 4m 


haltene ganze Zahl und Fy die Summe der Glieder der Reihe 


ee 
. 3355 :? 





deren Nenner nicht grösser als y sind. Macht man wieder von dem Aus- 





drucke für die Anzahl der Darstellungen einer ganzen positiven Zahl s 


durch die Form x° + y? Gebrauch, so erhält man 











2 1 R 1 
>> —4 >35 — x(— 1) 
ı Nm ı 8 
(— 1):9- . 
—42 > y (F; T), 
1 I 
wo / alle ungeraden Zahlen von 1 bis x zu durchlaufen hat und zur Ab- 
kürzung 
l 1 !£ 
de Fe (| 
F 
gesetzt worden ıst. Es ıst aber 
x af 1 l if uf 
(NUN , (—1):7-0 (— -1)20= 1) 
ul EEE u 
1 J 1 J I+1 f 
1 45 1) n " el 
= e (Sa)+ Fre —F 
1 Fr 2 2 


++ H(F, — re +: 


fill... + D(F — FI) 


(1) I = i IR 
= ET) + FaH iR, + 
ı ’ 


= l 
”7 F' rt I 


und da 


. 1 /. 
Fy =  —, 
r 1 Yy 

L ö 27 
F,)=le rn +6+-, 

J i 

1 ’ y" 

I+3+.. +7 =4lgs+6+ m. 


wo die Zahlenwerthe von 4, 4, #” die Einheit nicht übersteigen, so wird 
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Fi) 1) = 1):U-9 r £ T s ’ 
nn _— III Mg + € — Fi\aloeer +) +R 

> ba ar +lZFalgr+ +9 

und ohne Rücksicht . das Zeichen 

3 

u 


y* 


Andrerseits ist, wenn n eine grosse Zahl bezeichnet. 


(137-0 e n | Be | 
z lg + G)=, (Fs — Fi — 1)) (og +6 
+1 J TE +1 | 


— — Fl (log 





l r y n 
7 +6)—+ Fn (log, ie 


1—+ +n 
Ei ] 
> Fs log (1+ ) 
1+/ $ 


l 


= — Filog — + ©) +-— (lg -— +6 
\ 0, ] ‚tr ) Ei 2 4 log. (‘ 


_—— N 


+ — X(log(s+ 1) — log s) 
4 1+/ 
i ; ' . / / 
—- (F N — —) (log - ($) + _ 
1 = In , (ı ' 
I r /. j' 
— .— FI /] 0 — (Y | 
(7 N Een 
— (Fn _ - ) (log —— + 6) 
1--n 
und daher für n = x 
gan.) au v . / K 
-lg +9 = (Ü — FD (lo 6) | 
ber f ( « F Ir 7 (7 J (108 Er > Ä ’ u; 
Man hat demnach 
st __- 1(f-1) Yo — 1): r ia | 
x “ El 2) == — > - — (log u 
1 f J : 
wo 
W7, vr Ad . 1-1 !. / 
—=Rr+ (—- —- Dlege— + ——-+ 
4 > rl va } 
4-+-log2 1 
7 
ıst. Setzt man also 
log 3 Fa log 5 ru log 7 = log 9 en AN 
3 > 7 Q 
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i ' ns ei 1 
so wird bis auf einen Fehler von der Ordnung - 

Ve 

“= 3% 3 

2 —=nlber +16 + 4M. 

1 N mL $ 

Mit Hülte dieses Ausdruckes findet man aus (40.) 

SEM 


(41) ZIim=n’Gllog@ +26 + 5 —- 1) +4 


wo 5 von der Ordnung (* ıst. 
Wäre die Bedingung vorgeschrieben, dass bei der Zählung nur pri- 





märe Theiler berücksichtigt werden sollen, so würde der Ausdruck (41.) 


Jureh 4 zu dividiren seın. 


T. 
Es sei die Anzahl derjenigen Theiler einer ganzen complexen Zahl 
m von der Form «+ br, welche durch kein (Quadrat ausser + 1 theilbar 
sind, = ym; man soll den asymptotischen Ausdruck der über alle Zahlen 
von (2 G auszudehnenden Summe Fıym bestimmen. 
Bildet man unter Beibehaltung aller Bezeichnungen der vorher- 
gehenden zwei Abschnitte die über alle primären Theiler d einer gegebenen 


ganzen complexen Zahl n zu erstreckende Summe N ud, so ıst dieselbe 


Immer — 0, ausgenommen wenn n = ti‘ ıst. Enthält nämlich wenigstens 
eine primäre complexe Primzahl g als Factor und man setzt n = g’'n‘, wo 


nicht mehr durch g theilbar ıst, so erhält man alle primären Theiler 
von n, wenn jeder primäre Theiler d von g* mit jedem primären Theiler 
$ von n multiplieirt wird, und da überdies «IN = ul ud ist, so 
hat man 
Zud= Zul - Zud. 
Es ıst aber 
ZSu=l+ug=1—-1=0 
und somit 
Zud=0. 

Ist hingegen n=:‘, so besitzt n nur den einen primären Theiler 1 und 
es wird 


Zud=ul=|. 


Dies vorausgeschickt, sei 7’ irgend ein bestimmter Theiler der Zahl 
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m und Q@° das grösste in demselben aufgehende Quadrat. Bezieht man das 
Summenzeichen auf alle primären Theiler d von @, so ıst allgemein 
u" T == Zud. 
Diese Gleichung werde in Bezug auf alle Theiler 7’ der Zahl m summirt 
Es ıst dann einerseits 
Zu" T= wm 


und andrerseits kommt der einem bestimmten quadratischen Theiler d’ von 


IE 


m entsprechende Factor ud genau so oft vor, als die Zahl —- Theiler be- 


/- 


sıtzt, d. h. %,,) mal. Man hat daher 
d 
m 
d? 
Wird die Gleichung (42.) für jede Zahl m aus (2G@ gebildet und 


1 
ht 


hierauf die Summe aller so erhaltenen Gleichungen genommen, so ergieh 


(42.) wm = ZudT 


sich durch Zusammenziehung der mit dem nämlichen Factor un behatte- 


ten Glieder 


(r 
Nn: 


Bu 
Svm == un ZLm; 


1 
die äussere Summation umfasst hierin alle primären Zahlen aus 21 @. 
Nach (41.) kann 

(1 

um 2 Ba en e 

* Be Na: (log Nn? 7907 1 -1) rT d Nn): 
gesetzt werden, wo der absolute Werth von © beständig unter einer an- 
sebbaren Grenze ©" bleibt. Mit Hülfe dieses Ausdruckes wird 
EM 


z u 
Zyum=n’G z- 2 (log Fr — 2log Nn + 26-+ 1)+ I, 
1 \n 
WwoO 
„re und un gm 
dm ME — nn EZ - | 26 — ] 
ö ı (An): " #2 Nn?’ (log = r r I ) 


und g= [V@] ist. Durch eine genauere Untersuchung findet man leicht. 


dass 7 von der Ordnung @* ist. Erwägt man ferner, dass, wofern 


je 


a] ıst. 

©] © (17-0 1 

= — 2 ——— {1 ——)=1 
ee .) 


KL 


oder 








330 Mertens, über einige asymptotische (@esetze der Zahlentheorie, 


1 - DU/TDV SO um 1 
Dar er re 0.7) 


Ist, so erhält man durch logarithmische Differentiation dieser Gleichung 





nach «a 























<,log s z(— 1) /Dlogf Qunlog Nn 
RC YORK. HR WIEN SARRER ;- FREE. 2.) 0 
CC 1 2(—1)7 1) < un 
> ee mn Be 
RT, ı f? ı (Nn)® 
und für a =?2 
wi = un log Nn FRE: 36% - HN 
T Nn: rt 22 72 
hierin ıst 
- log 2 ER. >. FR. 288 
Ba q rg er 
2° 3° 4: 
1 1 l l 
6. aus PN | men 
s | 32 l 52 7? u 92 
N log 3 v log5 , log? u log 9 1 
u ss 7m g2 


Der gesuchte asymptotische Ausdruck lautet demnach bis auf einen 
Fehler von der Ordnung @‘ 


123 2N EM 


Zzm=7<6(g6 +5 — SG +26+ —1) 


Ww|ın 


8. 

Es seien A, / zwei gegebene complexe Zahlen ohne gemeinschaft- 
lichen Factor, von denen überdies die erste primär ist; es soll der asymp- 
totische Ausdruck der Summe der reciproken Normen aller ungeraden com- 
plexen ın der Form kt + ? enthaltenen Primzahlen, deren Norm die ge- 
gebene Grenze (7 nicht übersteigt, bestimmt werden. 

Da es zur Lösung dieser Aufgabe hinreicht, die Summe der reci- 
proken Normen aller primären ungeraden complexen Primzahlen zu kennen, 
welche in je einer der vier Formen kt+[/, kt — ıl, kt — I, kt-+ 1 ent- 
halten und deren Normen nicht grösser als (7 sind, so kann man sich auf 
den Fall beschränken, wo nur die primären durch die Form kt —+ 7 aus- 


drückbaren eomplexen Primzahlen berücksichtigt werden. 


Ferner kann, ohne die Allgemeinheit aufzugeben, vorausgesetzt wer- 




















ww - 
-.. 
wi 
punk 
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den, dass / eine ungerade primäre Zahl und k wenigstens durch die dritte 
Potenz von (1 + :) theilbar ıst. 

Ist nämlich % ungerade, so lässt sich immer eine ungerade primär 
Zahl / derart bestimmen, dass / !(modk) ıst; da überdies der Ausdruck 
kt +! nur dann eine ungerade primäre Zahl darstellen kann, wenn ? «durch 
(1 +)” theilbar ıst, so ıst es klar, dass die Linearform kt —+ / durch 
(1—+ )’kt + l’ ersetzt werden kann, ohne an den Bedingungen der Aut- 
sabe etwas zu ändern. 

It k= (1 + Ü)k und 4 ungerade-primär, so muss / ungerade 
sein, und die durch die Form kt + ! darstellbaren primären Zahlen tallen 
mit den durch die Form (1 —+ )’kt — ! ausdrückbaren zusammen, wo / / 
(mod k) und primär ist. 

Ist k= (1 + v)’%k und 4 ungerade, so kann der Ausdruck kt —+ /! 
nur dann ungerade primäre Zahlen enthalten, wenn / l oder — |] 
(mod (1 + ©)*) ist; im ersten Falle lässt sich die Form kt —+/ durch 
(+ DK + J, im zweiten durch (1 + Okt —+1+ 2% ersetzen. 

Ist endlich k = (1 + Ük und 9 >35, so muss / primär sein, wenn 
überhaupt der Ausdruck kt -+ ! ungerade primäre complexe Zahlen dar- 
zustellen fähig sein soll. 

Zur Isolirung der primären complexen Primzahlen von der Form 
kt + /! dienen die Mittel, welche Dir:chlet in dem Beweise des Satzes, dass 
die Linearform kt + ! unendlich viele complexe Primzahlen auszudrücken 
fähig ist, gegeben hat”). 

Zunächst ist für jede zu %k theilerfremde eomplexe Zahl n ein System 
von Indices in Bezug auf den Modul %k zu definiren. 

Enthält % die fte Potenz einer zweigliedrigen complexen Primzahl 
a —+ bi als Factor, so lege man eine bestimmte primitive Wurzel a für den 
Modul (@a—+ bi) zu Grunde, und der Exponent «„, welcher der Congruenz 
n a (mod (a + bi)”) genügt und < (a + db (a + 6b — 1) ist, 
heisse der Index von n für den Modul (a —+ br)’. Dasselbe gilt von jeder 
anderen in k aufgehenden zweigliedrigen Primzahl. 


Enthält k die gte Potenz einer eingliedrigen complexen Primzahl 7 


*) Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1841 
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als Factor, so hat man zwei Zahlen b,c zu suchen, welche bezüglich zu 


' nach dem Modul r? gehören. Der 


den Exponenten (r’—1)r’”' und r? 
Ausdruck b° c* stellt dann, wenn 7 alle Werthe der Reihe 0, 1, 
r’\(r—1)—1 und y alle Werthe der Reihe 0, 1, - - - »?”'—1 annimmt, sämmt- 
liche zu r theilerfremde Zahlen eines vollständigen Restausschusses für den 
Modul »? dar. Die Exponenten 5, ym welche der Congruenz b’r On = n 
(mod r’) genügen und bezüglich kleiner als (r*—1) r°”" und r’! sind, 
heissen «die Indices von n ın Bezug auf den Modul r?. Dasselbe gilt von 
jeder anderen in & aufgehenden eingliedrigen Primzahl. 

Ist A=(1-+ DK und 4 ungerade, so braucht die Zahl 1 +?als 
Modul gar nicht berücksichtigt zu werden. Ist hingegen Ak= (1 + X 
und 0 >35, so sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem o ungerade 
oder gerade ist. 

A) Ist o ungerade und = 2h-+ 1, wo h> 2 vorausgesetzt wird, 
so stellt der Ausdruck (— 1 + 2:2) 5’ alle 2° * ungeraden primären Zahlen 


eines vollständigen Restausschusses für den Modul (1 + r)”*' dar, wenn d 


und & unabhängig von einander alle Werthe 0, 1, - - - 2*=1_— ] durchlaufen. 
Die Exponenten d„ &, welche der Congruenz (— 1 + 2:)" 5 —n 


(mod (1 —+ 2)”*) genügen und < 2”! sind, heissen die Indices der pri- 
mären Zahl » für den Modul (1 + J**. 

b) Ist o gerade und = 2A, so müssen ın dem Üomplexe der 
Zahlen, welche aus dem Ausdrucke (— 1 —+ 2:)’5° dadurch hervorgehen, 
dass für d und & alle Verbindungen je zweier Zahlen der Reihe 
0, 1,...2°= — ] genommen werden, und welche nach dem Modul 
(1 -+ N)”*' alle verschieden sind, je zwei und nur zwei nach dem Modul 
(1 -+- 2)” eongruente Zahlen vorkommen. In der That ist, wenn € =: 
(mod 2°”) angenommen wird, 

5" == 5° (mod 2° oder (1 + )*) 
und daher auch 


(— 1+ 20°5" — (—- 1 + 2:)’5° (mod (1 + 9”). 


Es genügt daher « auf die Reihe O 1,.-- 2"”°— 1 zu beschränken 
und J alle Werthe der Reihe 0, 1, -- - 2’""— 1 zu ertheilen, um sämmt- 


liche ungerade primäre Zahlen eines vollständigen Restausschusses für den 


Modul (1 +)” aus dem Ausdrucke (— 1 + 2)’5‘ abzuleiten. Die der 
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Congruenz (— 1 + 21)" 5%»=n (mod (1 + :)”) genügenden Exponenten 
Öy &, welche bezüglich kleiner als 2” und 2°” sind, sollen die Indices der 
ungeraden primären Zahl n heissen. Es ist leicht zu sehen, dass die beiden 
Indices des Productes mr erhalten werden, wenn man die Summen J,, —+ |, 
&, + &, bezüglich auf ihre kleinsten positiven Reste nach den Moduln 2°, 


2%? zurückführt, dass nach dem Modul (1 —+ 2)" congruente Zahlen gleiche 


Indices besitzen und umgekehrt aus der Annahme = d,, &, = &, sich 
m —= n (mod (1 —+ e)”) ergiebt. 
Fasst man nun alle Indices a, ++ * ns m ° * * On &, Zusammen, so bil- 


a 


den dieselben ein vollständiges System Z, von Indices der Zahl n in Bezug 


auf den Modul % und man hat symbolisch 


Tu + S = > mn * y' — as 
3 nn. — . ’ 
wenn n (mod A); und umgekehrt, wenn Z,„ = S, ıst, so muss n N 


(mod %) seın. 
Es sind nun weiter, den verschiedenen ecomplexen Primfactoren von & 


entsprechend, die binomischen Gleichungen 


gtar+0r/ 1 (a? +5: 1) 1 
„ed 91__ 1. £r ER | 
und 
el, Ten 1. 
wenn k=(1-+ ı)"*'k, dagegen 
a 1, 


wenn k= (1 -+:)”# und A ungerade ist, zu bilden. Sollte A eine Art 


von complexen Primfactoren gar nicht enthalten, so sind die entsprechen- 


den Gleichungen fortzulassen; dasselbe gilt von den beiden letzten, wenn 
k durch keine höhere als die dritte Potenz von 1 — v theilbar ıst. 
Wird das Product 


- 


ine nlnere mn vn 
mit c„ bezeichnet und für solche Zahlen rn, welche nicht zu 4 theılerfremd 
sind, „= U definirt, so hat c, unter Beibehaltung der nämlichen Wurzeln 
+. Cr @, w die folgenden Eigenschaften: 

(AB. 0 Car A Cl 


wenn n =n (mod k), und über alle ungeraden primären Zahlen eines 


vollständigen Restausschusses für den Modul %k erstreckt: 
Journal für Mathematik. Bd. LXXVI. Heft 4. 43 
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(44.) Sc, =0 oder =4yk, 


» 
je nachdem wenigstens eine der Wurzeln Z--.n, £---o,o von 1 ver- 
schieden ıst oder alle = 1 sind. Wird dagegen das Zeichen X auf sämmt- 


liche Verbindungen der Wurzeln &---n,£---@, & bei unveränderlichem 
n bezogen, so hat man 

(45.) Zu, =4yk oder = (, 
je nachdem n IL (mod k) oder nicht ist. 

Aus den Eigenschaften (43.) und (44.) von c, folgt sogleich, dass, 
wenn die über alle ungeraden primären complexen Zahlen, deren Norm 
nicht grösser als x ist, unter Beibehaltung der nämlichen Wurzeln &--- n, 
C++ 0n @, von denen wenigstens eine von 1 verschieden vorausgesetzt 


C 
wird, ausgedehnte Summe Ic, = fx gesetzt wird, für fx ein Ausdruck von 
der Form 
fi —= Hyır 
gelten wird, worin der analytische Modul von Ö nie eine gewisse angebbare 
Constante N’ übersteigen kann. In der That ıst die Anzahl der ungeraden 
primären Zahlen, welche einer bestimmten primären Zahl .n’ nach dem 
Modul & congruent und deren Normen < x sınd, durch die Formel 
NE + Byx ausdrückbar, ın welcher der Zahlenwerth von 5 beständig 
unter einer angebbaren Grenze 5° bleibt. Wird nun diese Formel mit c.. 
multiplieirt und dann in Bezug auf alle ungeraden primären Glieder eines voll- 
ständigen Restausschusses für den Modul k summirt, so ergiebt sich wegen (44.) 
fz==Vz Zc„B 


und es ıst 
mod Yc„ B= EBD. 


Mit Hülfe dieses Ausdruckes von fx lässt sich leicht darthun, dass 


dıe Summen 


Ca 


x N) / T x 
cn log Nn > 
x E : < 


” Nn 1 Nn’ 
ın denen rn unbestimmt alle ungeraden primären complexen Zahlen mit die 
Grenze x nicht übersteigender Norm vertritt, mit wachsendem x einem 
Hierzu reicht es hin, für beide Summen die 


festen Zustande zustreben. 
Existenz eines derartigen Werthes x’ von x nachzuweisen, dass die Aende- 


rungen, welche diese Summen durch ihre Erweiterung über x hinaus bıs 
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€ 


zu jedem gegebenen Werthe x von x erfahren, in ıhren reellen und imagi- 
nären Bestandtheilen eine Grenze von vorgeschriebener Kleinheit nicht zu 
erreichen vermögen. In der That ist, wenn zur Vereinfachung für x’ und x 


ganze Zahlen angenommen werden , 


AR ” fs—f(s—]) Fa? ra ui fs 
> = 5 - u . 
1420 In 142° , l+.° en l-r@’ na 142° *(s+-1) 
Cn 9°] Pr 9°] “dr - < l 1 
mod & 5 3 2 _— — 
1+2° Nn on 1-2 0 + l—+.r' Ban 142° | Is Vs+1 | 
39H 
. Vi+z°’ 
” c„lo Nn = —-„) 
x >22 E 6 ) Yog s 
1+-x Nn I+xr Ss 
ds Fx” log (1 ra 124 log (1 ta) x ee s log (s | 1) 
in 1 1+. ar l-+.' zfs s+] | 
x n] 4 - ‚0 mr | l—+. 4 ] „gep= 
mod & >” en}? g.Nn << 9 log (la ) — N og(l ie ) 4.9 N 0 x (ei 08° __ Jlog( „ Vs 
1+2° Nn v1+.x0 Yl-+ı ir 4-1 
- , log(1-+x) a 
I Lu, 
< s | 1+r" ”r -ce rt 8 
Die Reihen 
> On 2, c„log An 


ı MM’ 1 Nn 
sind also in dem re Sinne convergent und zugleich 
ersichtlich, dass, wenn die Summe der ersten —= L gesetzt wird, 
zn BYRTU 
a6) Zu, =L+ 
ist, wo der analytische Modul von /% die Einheit nicht übersteigt. 
Dies vorausgeschickt, denke man sich ın jedem Gliede des Aus- 
druckes 
x enlogNn 
1 An 
den Logarithmus von Nn in die Logarithmen der Normen der primären 
complexen Primfactoren von n zerlegt und fvereinige hierauf alle die- 
jenigen Bestandtheile, welche mit dem Logarithmus der Norm der näm- 
lichen complexen Primzahl g als Factor behaftet sind, zu einem Ge- 
sammtgliede. Dieses Gesammtglied findet man nach leichter Ueber- 


legung gleich: 
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calogNg N en  cwlogNg SE cn 
Ng ı NAn Ng? 1 An : 
und da nach (46.) 
= = L - 311 Ng 9° 
1 n yt & 


gesetzt werden kann, so nımmt dasselbe die Form 
L e, log Nq 














M 

Ng _ 
an, wo 
m In" log Nq 6 0 vr Nm 1 - u 
mod NA < VaNg + 39° log Ng (Hm . 5 + ...). 
Man hat daher 
ET BE 
1 


Nn 1 Ng 
die auf der rechten Seite angezeigte Summation betrifft alle ungeraden 
primären complexen Primzahlen qg mit die Grenze x nicht übersteigender 


Norm und es ist, wenn p zur Bezeichnung aller ungeraden reellen Prim- 


zahlen dient, nach (18.) 


0 = x 
mod I < = > logp + 69° 8 logp 
ve Typ ı P@P—]) 
a ® logp 
69 + SE I—ı 
\ 3 Don 


Da nach der bereits angezogenen Abhandlung von Dir:chlet L nicht 
verschwinden kann, so schliesst man aus (47.), dass der analytische Modul 


der Summe 
5 aloe Ng 
T Ng 
nie eine gewisse angebbare UConstante Ü überschreiten kann, wie gross 
auch x sei. 
Wird diese Summe zur Abkürzung mit x bezeichnet, so ist 
TEE RETRO Ne 
ge 0 03 

je nachdem s als Norm einer zweigliedrigen ungeraden primären com- 
plexen Primzahl f-+ ig oder einer eingliedrigen f gedacht werden kann; 


für jeden anderen von 1 verschiedenen positiven ganzzahligen Werth 


C 
oder = + 
vr 


von s$ Ist 


log s ua; 


0. 
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Es ist demzufolge 











a _> 9%— %s—1) 
1420 NQ +2 logs 
Jx® Jr = g j | | 
= — En en =, 08 .- | 
log (1 w. 0) log (IH ) 1+z° log r log(s+1) 
und 
Fr C Ü (' x 1 1 
mod I — a re + >( — 
Ii+20 IQ er log (1+.°) log (I+ı') BR (og R log (s ip) 
2C 
log (1+«") 
Dies zeigt, dass die Reihe I = convergirt, wofern ıhre Glieder der 
4Ng 


(Grösse der Nenner nach geordnet werden, und dass. wenn der Summen- 


werth derselben mit W(£ - - - ) bezeichnet wird, 





@ 2 I 
48.) SI WlE::-) + —— 
“IOTNg ' ’T" og(1+G) 
ist. Diese Gleichung gilt für jede Wurzelverbindung <--- n. [I uw, w 


mit alleiniger Ausnahme derjenigen, ın welcher sämmtliche Wurzeln 
— 1 sınd. 


«eo ! 


Sind alle Wurzeln S---, Co, w=]1, so ıst ,=1 für alle 
primären complexen Primzahlen, welche nicht ın A aufgehen, dagegen — 0, 
wenn qg in k aufgeht. Bezeichnet daher o die Summe der reciproken 
Werthe der Normen der in & aufgehenden ungeraden primären Primzahlen 
(welche = 0 sein wird, wenn k eine Potenz von 1: ıst) und allge- 


mein », q bezüglich reelle Primzahlen von der Form 4h +1, 4h—+ 5, 





so hat man 


er 6 1 6] vG 
(49.) eo — 0 e2 2 — 2 = —o. 
3 Ng 3 Ng 3 9 s 49° 
2 ] 


Es ist aber, wenn X - = (4 gesetzt wird, 


vı@ | ja 

Te Team 
6 E— Hr-A— 
> =:tU6+ rah u. m 
2 





*") Mertens, ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, dieses Journal, 


Band 78. 
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Werden diese Werthe in (49.) substituirt, so erhält man in dem 


Falle, wo alle Wurzeln &---, £---o,o=1 sind, 
G » 
(50.) zu > Ges SEE, DPETRD) DRBEGE GBBHBBgp er en ; DR BORN 
3 
2: ; 
wo & eine Zahl von der Ordnung ——- ist. 
 log@ 


Die Gleichungen (48.), (50.) gestatten die Summe der reciproken 
Normen der in dem Ausdrucke kt —+ ! enthaltenen complexen Primzahlen 
mit die Grenze (7 nicht übersteigender Norm auszuscheiden. Zu diesem 


) w EEE ., Acm 
Ende reicht es hin, wenn m — f (mod A) ıst, die Gleichung (48.) mit = 
pk 


zu multipliciren, hierauf über alle Wurzelverbindungen &---n, wo, w 
’ 
in denen wenigstens eine Wurzel von 1 verschieden ist, zu summiren und 


Ze Be | 2 j 
zu dem Resultat die mit = multiplieirte Gleichung (50.) hinzuzufügen. Es 


fallen dann alle Primzahlen heraus mit Ausnahme derjenigen, welche die 


Bedingung 


mg = 1 (mod k) d.h. q = in ! (mod X) 


L 


erfüllen oder in dem Ausdrucke kt—-[/ enthalten sınd, und man erhält 


1 
bis auf einen Fehler von der Ordnung —— 
log @ 
A 4 j 
En m MH —HHA—I— 0 AH En: -)). 


Krakau, ım Januar 1874. 

















Ueber die Abbildung durch algebraische Functionen, 


(Von Herrn ZL. Fuchs in Greifswald.) 


Wi beschäftigen uns im Folgenden mit der Frage: Ist es möglıch, 
eine ganze Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden 
Linie vermittelst einer algebrarischen Function auf die Fläche eines Kreises 
eindeutig abzubilden? — Zu dieser Frage, welche an sıch der Untersuchung 
nicht unwerth erscheint, wird man unter anderen auf folgendem Wege hin- 
geleitet. In meiner Arbeit dieses Journ. Bd. 75 8. 177 ff. habe ich nach- 
gewiesen, dass man durch die singulären Punkte einer Function einer com- 
plexen Variabeln f(z) stets eine geschlossene sich selbst nicht schneidende 
Curve €, (Absonderungsschnitt) in der z-Ebene legen kann, von («er Be- 
schaffenheit, dass für jeden der beiden dadurch gebildeten Bestandtheile 
der Ebene, @, @s, durchweg gültige Reihenentwickelungen sıch angeben 
lassen. Der unendlich grosse Theil @, ıst nämlich durch eine rationale 
Function auf die Fläche eines Kreises # abgebildet, durch dessen Hülfe 
die Reihenentwickelungen gefunden werden. In derselben Arbeit ist der 
Zusammenhang der beiden Functionszweige beim Uebergange über den Ab- 
sonderungsschnitt festgestellt. — Gelänge es nun, die endliche Fläche @,, 
welche diese geschlossene Absonderungslinie bildet, auf Null zu reduciren 
so hätte man eine einzige ın der ganzen Ebene mit Ausnahme einer eine 
Fläche nicht einschliessenden Linie gültige Reihenentwickelung Dieses führt 
eben auf die oben aufgeworfene Frage. 

Das Resultat unserer Untersuchung ıst aber, dass unter den alve- 
braischen Functionen die rationalen Functionen zweiten Grades alleın eine 
ganze Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie 
auf dıe Fläche eines Kreises eindeutig abzubilden vermögen. — Dieser Satz 


lässt eine Erweiterung zu, bei welcher an die Stelle des Kreises eine ge- 


c) 


schlossene einfach zusammenhängende Fläche tritt, deren Begrenzung ge- 


wissen Voraussetzungen genügt. 
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Aus demselben Satze, in Verbindung mit den Resultaten meiner oben 
eitirten Arbeit ergiebt sich demnach, dass auch das Zusammenziehen der 
Fläche @, auf Null im Allgemeinen, wenn die Function f(z) mehr als drei 
singuläre Punkte besitzt, wenigstens vermittelst a/gebrarscher Substitutionen 


nıcht ausführbar ıst, und nur geleistet werden kann, wenn zwischen den 


sıngulären Punkten derartige Relationen erfüllt sind, dass eine Substitution 
zweiten (rrades hinreicht, um die in meiner Arbeit vorgenommene Zerlegung 
der z-Ebene zu erreichen. 


l. 

Eine algebraische Function z von w, durch welche die ganze z-Ebene 
mit Ausschluss einer einen Flächentheil nıcht einschliessenden Linie in der- 
selben auf einen bestimmten Flächentheil F der w-Ebene eindeutig abge- 
bildet wird, hat dıe Eigenschaft, dass jedem ww innerhalb der Fläche F nur 
ein einziger Werth z entspricht. Es ist daher nothwendiger Weise z eine 
rationale Function von w. Die oben aufgestellte Aufgabe ıst also mit der 
folgenden übereinstimmend: 

Die rationalen Functionen z von w zu finden, vermittelst deren 
dıe ganze z- Ebene mıt Ausschluss einer eine Flache nicht einschliessenden 


Linie auf einen Kreis in der w- Ebene eindeutig abgebildet werden kann. 


Es sei daher 


n 


(1.) De 


2a Zu) — Fu) 


/ 
4 


NW 
eine rationale Function von w, durch welche die ganze z-Ebene mit Aus- 
schluss einer eine Fläche nicht einsschliessenden Linie Z' auf die Fläche 
eines Kreises A in der w-Ebene eindeutig abgebildet wird. Wir setzen wıe 
in meiner Arbeit (dieses Journ. Bd. 75 8. 178) 


F(w J—F(w 
(2) w(w, w) = 11) i ==(), 


und bezeichnen wie dort (S. 180) die Curvenzweige 6, &" ---, welche 
die Wurzeln ww, dieser Gleichung beschreiben, während w die Peripherie von A 
durchläuft, als die mit dieser Peripherie zusammengehörigen Uurvenzweige. 

Wir wollen hier in einige Erörterungen eintreten, welche zwar theil- 
weise für das Folgende nicht nöthig, aber für das Verständniss der hıer 


betrachteten Abbildungsart nützlich sınd: 
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a) Aus der Voraussetzung ergiebt sich: Jedem nicht auf 7" befind- 
lichen Punkte z entspricht een und nur eın Punkt ım Innern von A; und 
umgekehrt, jedem Punkte w entspricht nur ein Punkt z. 

Jedem Punktez auf /' entsprechen Punkte auf der Peripherie von A, und 
umgekehrt jedem Punkte © auf dieser Peripherie ein Punkt z aut 7". 

b) Keine der Wurzeln der Gleichung: 

(3.) F'(w) mei U), 
wo F'(w) die Ableitung von F(w) bedeutet, liegt im Innern von A. Denn 
läge eine solche Wurzel w', welche dem Werthe z = 7 zugehöre, ım Innern 
von Ä, so würden bekanntlich jedem dem Punkte z hinlänglich benach- 
barten Punkte z mindestens “wei dem Punkte w beliebig benachbarte 
Wurzeln w der Gleichung (1.) entsprechen, was nach a) nicht möglich ıst. 

c) Keinem der Werthe z auf /' entspricht ein Punkt w ım Innern 
von KÄ. Denn sei z=[ ein beliebiger Punkt auf /, so entspricht dem- 
selben der Voraussetzung gemäss a) ein Punkt w auf der Peripherie von A. 
Entspräche demselben auch ein Punkt «@” ım Innern von A, so müsste 
die Gleichung (2.) für w = w' die Wurzel w, = w" haben. Demnach se- 
hörte auch zu jedem Werthe w« ım Innern von Ä und in der Nähe von w 
eine Wurzel w, in der Nähe von w”, d.h. es entspräche, nicht auf 7" be- 
findlichen Punkten z mehr als eine Wurzel der Gleichung (1.) innerhalb A, 
was nach a) nıcht möglıch ist. 

d) Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich unmittelbar, dass keın 
Theil der Curven €, &”, -, sieh ım Innern von Ä befindet. Es Iıegen 
daher überhaupt von den Wurzeln w, der Gleichung (2.) nur eıne oder 
keine innerhalb Ä, je nachdem w ausserhalb K und nicht auf einer der 
Curven 6, &", .-., oder im Innern von K befindlich ist. 

e) Jedem Punkte w der Peripherie von Ä entspricht nur ein Punkt z 
auf /, da z eine rationale Function von w ist. Dagegen entspricht jedem 
von den beiden Endpunkten von T' verschiedenen Punkte z dieser Linie 
mehr als eın Punkt w auf der Peripherie von K 

Da nänlich, wenn w von einem bestimmten Punkte w, der Perı- 
pherie von A ausgehend auf derselben einen vollständigen Umlauf vollzieht, 


z vom entsprechenden Punkte 2, auf /' ausgehend, die ganze Uurve /' be- 


schreibend wieder zu 2, zurückkehrt, so muss hierbei jeder Punkt z min- 
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destens zweimal überschritten werden, also jedem nicht in einen der End- 
punkte von 7’ fallenden Punkte z dieser Linie mehr als ein Punkt w auf 
der Peripherie von Ä zugehören. 

Die beiden Endpunkte von 7’ sind Verzweigungspunkte der alge- 
braischen Function w von z Gl. (1.) 

f) Es sei T ein beliebiger Punkt der Linie /, für den nicht gleiche 
Wurzeln « der Gleichung (1.) auf der Peripherie von Ä liegen, und 
w', w" zwei von einander verschiedene Punkte auf dieser Peripherie, welche 
z = [ zugehören, so entsprechen stetigen Verrückungen von £ auf /' stetige 
Verrückungen von w und w" auf der Peripherie von Ä. 


Durch Differentiation der Gleichung (2.) ergiebt sich, wenn 


(4.) ww ref, wo, u rer 
gesetzt wird: 
(5.) — 5 er idy| en or m ee = id n| IMS 
OW m ou, “7 
Der Voraussetzung nach wird die Gleichung (2.) befriedigt für w = w, 
w = w", und es ıst für dieselben zusammengehörigen Punkte gleichzeitig 


dr ==0 und dr, = (,: 
Bezeiehnet man demnach den Werth von 
or or 


vw: -'w fürw—=w, w=w 
Iw dw, 


" 


mit A, so erhält man aus Gleichung (5.) für die Verrückungen der 
zusammengehörigen Punkte w und w" die Relation: 


(6) dn= — Ady. 


Diese Gleichung lehrt, dass A eine reale Grösse ist. Dieselbe ıst auch 





wegen der über [ gemachten Voraussetzung weder Null noch unendlich. 
Bewegt sich w von w' aus nach einer beliebigen Richtung, so be- 
wegt sich eine Wurzel w, der Gleichung (2.) von w" ausgehend nach dem 


aus Gleichung (5.) sich ergebenden Gesetze: 


(7.) - n= edy, —=--4A z —+ ıda ) 
eine Gleichung, welche in die beiden folgenden zerfällt: 
(8) dr, = — Adr, 
(8a.) dyı = — 4 dp 


(vergl. meine Arbeit dies. Journ. Bd. 75 S. 184). 








.. 
ww 

— 
..,. 
wi 
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Da nach d) keine der einem Punkte w ım Innern von Ä ent- 
sprechenden Wurzeln w, der Gleichung (2.) ım Innern von A liegt, so 
muss dr, > 0 sein, wenn dr < 0, demnach ist nach Gleichung (8.) A positin. 

” Hieraus folet aber wiederum nach derselben Gleichung dr, < 0. 
wenn dr >0, d.h.. wenn w von w ausgehend aus der Fläche A heraus- 
tritt. muss 0, von ww" ausgehend ın diese Fläche eintreten. 

ge) Wır können jetzt beweisen, dass keinem Punkte 7 der Linie I 
mehr als zwei Punkte w auf der Peripherie von K entsprechen. 


! 


(Gehörten nämlich zu Z drei verschiedene Punkte «, ww’, w” auf der 
Peripherie von Ä, so müsste nach f) jedem dem w' hinlänglich benach- 
barten Werthe = ausserhalb Ä eine Wurzel w, der Gleichung (2.) ın der 
Nähe von w” und eine Wurzel ww, ın der Nähe von w"”, jede innerhalb K 
gelegen, entsprechen, oder, was auf dasselbe hnauskommt, demselben Werthe 
von z ın der Nähe von [ müsste mehr als ein Werth « innerhalb Ä zu- 
gehören, was nach a) und ce) nicht möglıch ist. 

Man kann auch beweisen, dass von den auf /' befindlichen Ver- 
zweigungspunkten der aigebraischen Function w von z es die beiden End- 
punkte allein sind, für welche Werthe © auf der Peripherie von Ä zu den 
gleichen Wurzeln der Gleichung (1.) gehören. Allein für unseren Zweck 
genügt es zu wissen, dass Verzweigungspunkte überhaupt nur ın endlicher 
Anzahl vorhanden sind. 

Wenn w die Peripherie von Ä beschreibt, so kann demnach gemäss 
dem eben festgestellten Satze kein noch so kleiner endlicher Theil der 
Linie /’ mehr als zweimal zurückgelegt werden. Es ergiebt sich also mit 
Rücksicht auf e) der Satz: 

Jedem von den beiden Endpunkten von I' verschiedenen Punkte 2 dieser 
Linie entsprechen zwei und nur zwei Punkte w auf der Peripherie von K. 
Diese beiden Punkte fallen für jeden der Endpunkte ın einen einzigen zu- 
sammen. 

h) Aus dem Vorhergehenden folgt, dass von den Curven 6,6", 
eine mit der Peripherie von Ä coincidirt, während von den übrigen keın 


Theil innerhalb Ä oder auf der Peripherie von Ä gelegen ist. Dass kein 


Theil derselben innerhalb A liegen kann, ist durch d) bewiesen. Dass aber 


auch kein Theil auf die Peripherie von Ä fallen kann, ergiebt sich daraus, 
44* 
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Y 


dass sonst ım Widerspruch zu dem Satze in g) Werthen von z auf / 
mehr als zwei Werthe w auf der Peripherie von Ä entsprechen müssten. 

Man kann zeigen, dass die Curven &, 6”, ---, mit Ausschluss der- 
jenigen, welche mit der Peripherie von A zusammenfällt, diese Peripherie 
nirgends schneiden. Den Beweis dieses Satzes, welchen wir für unsern 
Zweck nicht brauchen, wollen wir jedoch hier unterdrücken. 

ı) Aus dem Satze ın g) ergiebt sich Folgendes: Bewegt sich der 
Punkt w auf der Peripherie von Ä, so bewegt sich eine und nur eine 
Wurzel w, der Gleichung (2.) auf derselben Peripherie. Vollendet w seinen 
Umlauf, so hat w, ebenfalls einen vollständigen Umlauf vollzogen und um- 
gekehrt. Denn sonst würden mehr als zwei Punkte der Peripherie von Ä 
demselben Werthe z entsprechen müssen. 

Aus Gleichung (6.) ergiebt sich, dass sıch w und w, ın entgegen- 
gesetzter Richtung auf der Peripherie von Ä bewegen. Sie müssen sich 
deshalb während eines vollständigen Umlaufes zweimal begegnen. Es wird 
daher während emes Umlaufes die halbe Differenz der Argumente von w 
und :w, alle Werthe zwischen Null und 2a und zwar jeden Werth nur 


einmal annehmen. 


3. 

Wir können den Mittelpunkt des Kreises X als Anfangspunkt der w 
betrachten. Ist nämlich m der zum Mittelpunkt gehörige complexe Werth, 
so würde die Substitution von » für w — m eine rationale Function von v 
liefern, welche die z-Ebene mit Ausschluss von /' auf eine um den Anfang 
der » beschriebene Kreisfläche abbildete. 


Es seı 


Gt GW + —+ a,w” 
, bw --"—+ bw". 


j7w) 
en IN(w) 


Setzt man 


(2) 4,5 — ab, = 4, 


n 


I-k__ op 


(3.) v(W,, w) zum Ia,lw, w) + wr 
k,l ww 


Fa ie Fr ir 


Setzt man 





(4) w=Re", w= Re’, 
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so Ist 
5) MZW — [Rees HM 
/ ww sind(q —t) 


Bezeichnen wır 


Pp—Y p,+4 | sın Av 
(6.) 1 = U. —— — u, Re’ =D, - = S . 
| 2 2 sin 


so hat man: 


Es geht demnach die Gleichung (2.) voriger Nummer für die 
Werthe (4.) über ın 


(A.) 20, S _y° „ri ( 


ki 
I>k k=0(,1,--:-n l!=0O,|l,---n. 
Nach dem Satze in ı) vorıger Nummer genügt jedem realen Werth: 
von ı» eine auf der Peripherie von Ä befindliche Wurzel o diese: 


Gleichung. 


4. 

Ist der Grad n höher als der zweite, so kann nicht di Wurzel 
der (leichung (A.) unabhangıqg sein von w. 

Da nämlich nach No. 2, ı) zu jeder Lage von w und w, während 
ihres Umlaufes auf der Peripherie von Ä nur ein bestimmter Werth von 
gehört, so würde aus der Unabhängigkeit des » von w sich ergeben, das 
v während des ganzen Umlaufes einen und denselben constanten Wertl 
hätte. Nun ıst 

1.) wu Mr 
demnach wäre für den ganzen Umlauf 
(2.) we, ==Kk. 
ls wäre danach langs der ganzen Peripherie von K 


\ A) \ /k? 
3) Fu) = M-.). 


>» 


Da also Fw) : F(-;\ längs dieser Peripherie den constanten Wertl 


[2b 


Eins hätte, so behielte dieser Quotient als rationale Function von w nacl 
einem bekannten Satze denselben Werth in der ganzen w-Ebene, es wär 


demnach die Gleichung (3.) allgemein gültig. 
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Da modk=RX%, so ıst für Werthe w ausserhalb X der Modul von 


k? 
u u! 
kleiner als A. Sind daher w,', w,",- -- w""® die an — 1 zu einem im Innern 


von A gelegenen Punkte w gehörigen Wurzeln der Gleichung (2.) Nr. 2, 


welche nach Nr. 2, d) sämmtlich ausserhalb A’ befindlich sind, so giebt es 
auch n — 1 zu demselben Werthe w gehörige Wurzeln derselben Gleichung 


k? KR? k? nd us 
die ınnerhalb Ä legen. 


w,” uw," u" 
Nach Nr. 2, d) ıst dieses nur möglich, wenn n — 1 = !. also n = 2 
ke? 
und —— eu wi. Wed. 
BB 
Es ergiebt sıch aus einer bekannten Formel: 
1 \ ID >> A eos’! UV — A, 10% COS . y ——- +01. 
\ .) : 
| D., E_ I, == l 
wo A, ;_, numerische Grössen bedeuten. 


Ordnet man daher die Gleichung (A.) nach Potenzen von cos ıy, 
so erhält man: 
(B.) H —- A,(2 » GOS w —_—— H, 2 v COS m)” —- 1 — H, (2% COS W ni — 0, 
wo FH, eine ganze rationale Function von » bedeutet der Grestalt: 
2) Ba 


worm wir nur dıe Coetficienten der nullten und der höchsten Potenz von ® 


' en —2i- 2 
_— 11.21 — , 
+1, 0 Az, n—i—1 ! 


angegeben haben. 


Setzt man ın Gleichung (B.) —ı —1 für Y - 1 und bezeichnet die 
a a Ä i m, . 
conjugirten Werthe der Constanten a, mit a',, und erwägt, dass — der 


J 
conjugirte Werth des complexen Werthes » auf der Peripherie von A ıst, so 
ergiebt sich die Gleichung: 

(B.) Hy + Hil2v cos w) + Hrfl2v cos w’ + + Hnıl2v cos v0, 


Wo 












we) H! u a: AR RE: an —i—2) ah a Hide er R R: yon © 2 
worin wiederum nur der Üoeftieient der nullten und der höchsten Potenz 
te) 


von v® angegeben Ist. 


Eliminirt man zwischen den Gleichungen (B.) und (B'.) die Grösse 
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.) 


Iv cos w, so müssen ın dem Resultate der Elimination für n > 2 dı 
zelnen Coefficienten von » verschwinden. da nach voriger Nummer 
von ı» unabhängig sein kann. 

Ö. 

Wir behandeln zunächst einen besonderen Fall. Es sei 
erstens b, = 0, zweitens a„ = 0, und es wırd drittens vorausgesetz! 
von den Wurzeln der Gleichung 

1) a +aw—+:-: —+a,_., u" '—= (0 
keine ım Innern von Ä, also sämmtliche auf der Peripherie von A 
ausserhalb A befindlich sind. 

In diesem Falle sind 5, und a, von Null verschieden. da sonst 
Grad der rationalen Function F(w) nicht, wie wir voraussetzen. 
wäre. Es ist ferner 5, von Null verschieden. Denn sonst wäre 
eine Wurzel der Gleichung (3.) Nr. 2, und es enthielte im Widersprue) 


Nr. 2, b) die Fläche A ın ihrem Mittelpunkte eine Wurzel dieser Gl. 





Da in diesem Falle dem Punkte z = » der Punkt w = U im |ı 
von Ä entspricht, so liegen die Wurzeln der Gleichung: 
2) s +bw+:. + burn i) 
ausserhalb Ä (Nr. 2, c) und d)). 
Aus den beiden ersten Voraussetzungen ergiebt sich 


3.) = — %b, An — br 


nk 


U 


Setzen wir den Üoetficienten von v' ın dem für diesen Fall 
deten Resultate der Elimination von 2v cos y aus den beiden Gleichun: 
(B.) und \B‘.) gleich Null, und dividiren die entstehende Gleichung du: 
ab; RK", wo b,„ der conjugirte Werth von db, ist, so erhalten wir, wı 
wir noch für die nach Zuler und Bezout gebildete Eliminationsresulta: 
zweier Gleichungen: 

Ptpt+: m" =V tt ta") 


ın der Determinantenform die Bezeichnung einführen 


Da Dr’ D 
Io 9: ET u 
“ bu u ® 


.) — Hai) « . 2 3) Pen ’ 
- | a, 1 RR" i b) a, 2 PR? . AR R’“ "e Sa a, 


wo a’, den conjugirten Werth von a, darstellt. 
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Die Resultante der Elimination von w zwischen der Gleichung (2. 
und der folgenden: 

5) dr ds, rar dor ea (0 
wird aus .7/ erhalten, wenn ın letzterer Determinante r für R gesetzt wird, 
sie ıst also, wenn man das Resultat dieser Substitution mit D bezeichnet: 

(6.) D=0. 
Dieser Gleichung genügt nach Gleichung (4) r = R. Demnach 
hätten die Gleichungen (2.) und (5.) für r = R jedenfalls eine Wurzel 
w gemeinschaftlich. Bezeichnen wir den Modul derselben mit s und 


setzen ın Gleichung (5.) r=X und für w den ihr mit Gleichung (2.) 


. . . Bi, . 
gemeinsamen Wurzelwerth, dessen conjugirter Werth — ist, und endlich 


ww 
—y/_—_1ı für VY—ı, so erhalten wiır: 
R.? R.' ; R Un—1) 
(7.) Ay + Ad, > w — ds ( F ww”? —- 1. — A, (= wi! ==(). 


Da die Wurzeln der Gleichung (2.) ausserhalb Ä liegen, so ist: 


8.) s>R, 
demnach 


R'? R? 
(9.) mod | \v = <R, 


6) 
deshalb sagt dıe Gleichung (7.) aus, dass die Gleichung (1.) eine Wurzel 
‚Ry a’ 
u, = )w hätte, dıe ınnerhalb X gelegen ist. Dieses ist aber wegen der 
Ö i ä @ 
dritten Voraussetzung nıcht möglıch. 
Demnach ıst unter den Voraussetzungen dieser Nummer die Ab- 
bildung der ganzen z-Ebene mit Ausschluss der Linie I’ durch die rationale 


Function z= F(w) nicht möglich, wenn n > 2. 


E 
Es seı nunmehr allgemein 
Zw) 
( . zZ == == 7 


eine reducirte rationale Function vom nten Grade, d.h. eine solche, ın 
welcher der Zähler oder der Nenner oder beide zugleich vom nten Grade 
sind. Es werde vorausgesetzt, dass durch dieselbe die ganze z-Ebene mit 


Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie /' auf die um den 





E 
B 





Fuchs, über die Abbildung durch algebraische Functionen. 


Anfang der w als Mittelpunkt mit dem Radius #2 beschriebenen Kreisflä: 
K eindeutig abgebildet werde. 
Es sei « ein Punkt auf der Peripherie von A, für den z weder N 


noch unendlich, und 


(2 /K«) FE F 
“) Ne) 1 


gesetzt. Sind a, und 5, die Üoefficienten der höchsten Potenzen vo 
resp. im Zähler und Nenner von (1.), so kann nicht für jedes « aut 
Peripherie 

p An 


a) =, 


sein, weil sonst die rationale Function F{w) auf dieser Peripherie, also na 
einem bekannten Satze überall constant wäre. Es werde nun vorau 
gesetzt, dass © eın Punkt seı, für den die (rleichung (3.) nicht erfüllt 
Alsdann ıst 
(4) pN(w) + gZw) = Z,(w) 
ganze rationale Function vom nten Grade, welche für w= «a v: 


schwindet. 


eine 


Die Ebene 3, welche mit der z-Ebene durch die Beziehung: 

#6 PR p E_ 12 

(9.) > r +5: ’ 
ın welcher r und s noch zu bestimmende Grössen sınd, verbunden 
wird mit Ausschluss einer eine Fläche nicht einschliessenden Linie © au 
die Kreisfläche Ä abgebildet durch die Substitution: 

(6 N Z,(w) 

LE a N, (w) i 
wo 
(7) N(w) =rN(w) + sZ(w). 

Der Zähler Z,(w), welcher für den Punkt « der Peripherie von # 
verschwindet, kann nur noch in einem anderen Punkte der Peripherie Nul 
werden (Nr. 2,g)). Ist daher n > 2, so giebt es noch ausserhalb X (Nr. 2, c 
ım Endlichen befindliche Punkte, für welche Z,(w) verschwindet. Ein solche: 
seı v. Nun bestimme man r und s so, dass 

R? 
(8.) N, ( T m () 


‘ 
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u 


sei, wo y den conjugirten Werth von „ darstellt. Durch die Substitution: 


09 +0yWw 
9. er ee 
S “ 0 + 0W 
WO 
R: 


‘ 


und o und o unbestimmte von Null verschiedene Grössen sind, wird die 
Kreisfläche X auf die Fläche des um den Anfang der w als Mittelpunkt in 
der w-Ebene beschriebenen Kreises & abgebildet. 

Es sei 
o n-1 
Zw) = (w — y) Ilka; w — A), 
(11.) 





n—1 

N(w)= (w — P) I, w — B;). 
1 

so wird durch die Substitution (9.) 


n—1 
Mole; — A) + ya; — Aw] 
1 





12);3= — 


- n 1 
w/l;lo(#:P — B) + „(Piıy — Bow] 

1 
eine rationale Function von w, welche den drei Voraussetzungen der vori- 
gen Nummer genügt. Es ist erstlich der Coefficient von w’ des Nenners 
Null, zweitens der Coefficient von w””' des Zählers Null, drittens entspricht 
dem Punkte 3 = 0 der auf der Peripherie von # liegende Werth 

0 P— & 


w eg ‚ b) 
OÖ uU — 


also kein Punkt innerhalb Ä (Nr. 2, c)). 

Da also aus der Abbildung der z-Ebene auf die Fläche X die der 
;-Ebene auf die Fläche 8 (Gl. (12.)) folgt, die letztere aber nach voriger 
Nummer nicht möglıch ist, so ergiebt sich der allgemeine Satz: 


Es ist nıcht möglıch, durch eine rationale Function z von w höhe- 





ren als zweiten Grades die ganze z- Ebene mit Ausschluss einer eine 
Fläche nicht einschliessenden Linie auf ewime Kreisfläche ın der w- Ebene 


eindeutig abzubılden. 


8. 
Für n= 2 wird die Gleichung (2.) Nr. 2 nach Gleichung (3.) Nr. 3: 
(1). A + Ayuwı + W) + Ay, ww —(. 
Eine Abbildung der z-Ebene mit Ausschluss der Linie /' auf die ın 











ar 
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der w-Ebene um den Anfang der w als Mittelpunkt mit dem Radıus /? be- 
schriebene Kreisfläche X wird stattfinden, wenn durch die Gleichung (1.) 
das Innere des Kreises X auf das Aeussere desselben abgebildet wird. 
Es beschreibe w die Peripherie von Ä, so beschreibt w, dieselbe 
Peripherie, wenn die Gleichung erfüllt ıst: 
(2,5 Kagtdıa — Ola = VL. 
Dem Punkte » = 0 des Innern von Ä entspricht der Punkt 


(A 
10 
W; — rg 


Ayo 
Demnach werden dıe Punkte w, des Aeusseren von K den Punkten 


w ım Innern von K entsprechen, wenn 


Ü., 
mod ——- >R. 


Ayo 
oder 


[3 
a] V a 10 


(3.) ze. 


Aoo ago 
Q, 

Eın zweiter Beweis unseres Satzes am Schlusse der Nr. 7 könnte 
auf folgendem Wege geliefert werden. 

Bringt man die Gleichung 

(1) = Mw) 

auf dıe Form 
(2.) (u — 552) + (a — bz)w + (a, — b,2)w +: —+ (a, — b,z)w —= U, 
setzt ın derselben: 


wu — ] 
iu+1’ 


3.) w=H- 


und bezeichnet die dadurch entstehende Gleichung mit 

(4.) P(u) ze U, 
so ıst nach einem Satze, welchen ich in meiner Arbeit d. J. Bd. 75 S. 188 
aus der Abhandlung des Herrn Hermite (extrait d’une lettre aM. Borchardt 
d.J. Bd. 52 p. 45) hergeleitet, die Anzahl der Wurzeln dieser Gleichung 
ın denen der Üoefficient von ? negatıv ıst, gleich der Anzahl der Wurzeln 


der Gleichung (2.), die innerhalb des mit dem Radius R um den Anfang 


der w beschriebenen Kreises X liegen. 
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Es müsste demnach, wenn die ganze z-Ebene mit Ausschluss der 
Linie /’ auf die Kreisfläche X durch die Substitution (1.) abzubilden wäre, 
für jeden nicht /' angehörigen Werth von z die Gleichung (4.) eıne und 
nur eine Wurzel haben, in welcher der Coefficient von ? negativ ist. Die 
Entscheidung über die Anzahl der Wurzeln mit negativem Coefficienten 
von ? der Gleichung (4.) ist aber, wie Herr Zermite (l. ce.) lehrt, eleich der 
Anzahl der negativen Quadrate, welche auftreten, wenn eine gewisse quadra- 
tische Form % in eine Summe von (Quadraten transformirt wird. 

It z=x-+yı, so sind die Üoeffiecienten der Form % Formen 
höherer Ordnung der Variabeln x und y. Ebenso die Üoefficienten der 
Quadrate in der transformirten Form. Man hätte nun nachzuweisen, dass 
für n > 2 diese letzteren Formen nicht so beschaffen sein können, dass für 
jeden Werth von x und y stets eine und nur eine derselben negativ ser. 

Wird umgekehrt unser Satz als bewiesen vorausgesetzt, so ergäben 
sich aus der eben angedeuteten Untersuchung interessante Eigenschaften 
jener quadratischen Formen. | 

Einen dritten Beweis unseres Satzes, welcher durch Zuhülfenahme 
der die algebraische Function w von z der Gleichung (1.) darstellenden 
Riemannschen Fläche, deren Construction unter Berücksichtigung der Sätze 


in Nr. 2 leicht auszuführen ıst, geliefert werden kann, behalten wir uns für 


eine andere Gelegenheit vor. 





Greifswald, im Februar 1874. 























